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1 Einleitung

Die Erarbeitung von Modellen zur Beschreibung und Erklarung der Phdnomene der Festkorper-
physik ist seit vielen Jahrzenten einer der Schwerpunkte der Theoretischen Physik. Erstaunlich
viele Eigenschaften lassen sich dabei bereits mit Wechselwirkung zwischen den Teilchen ver-
nachlissigenden Einteilchenbildern verstehen oder kénnen doch zumindest im Rahmen effek-
tiver Einteilchenmodelle behandelt werden. Durch Besetzung der Zustinde gem#fl einer ther-
modynamischen Verteilungsfunktion, fiir Elektronen beispielsweise ist das die Fermi-Funktion,
lassen sich auf die Weise nichtwechselwirkende Vielteilchenprobleme behandeln. Ein grofler und
iiberaus erfolgreicher Bereich ist die Beschreibung von Transporteigenschaften in Festkorpern
unter Einbeziehung von Unordnung in Form von Zufallspotentialen.

Es gibt aber auch Experimente, die mit den bisherigen Einteilchenmodellen nicht erklart
werden konnen und auch nicht mit reinen Wechselwirkungsmodellen, wie im einfachsten Fall
dem Hubbard-Modell, beschrieben werden. Das sehr komplizierte Vielteilchenproblem, welches
sowohl Unordnung als auch Wechselwirkung enthélt, ist jedoch analytisch wie numerisch extrem
schwer zuginglich.

Seit wenigen Jahren ist deshalb das Modell zweier Teilchen in einem ungeordneten, zunéchst
meist eindimensionalen Gitter mit einer Hubbard-Wechselwirkung zwischen den beiden Teilchen
zu einem Forschungsschwerpunkt geworden. Anhand dieses sehr einfachen Systems, dessen Ver-
halten bereits duBerst facettenreich ist und dessen Behandlung schon sehr viele Schwierigkeiten
birgt, kann man den expliziten Einflul einer Wechselwirkung in einem ungeordneten System un-
tersuchen. Mit verschiedenen analytischen und auch massiv numerischen Methoden sind hierbei
bereits Erkenntnisse gesammelt worden, die belegen, dafl durch die Kombination starker Unord-
nung und starker Wechselwirkung fiir ein System aus zwar zunéchst nur zwei Teilchen qualitativ
tiberraschende Einfliisse der Wechselwirkung auftreten. Seither werden auf dieses Problem geeig-
nete Methoden iibertragen und erprobt beziehungsweise zum Teil auch entwickelt und getestet.
Diese Diplomarbeit versteht sich als Beitrag zu dieser Entwicklung.

In dieser Arbeit soll eine numerisch zugéngliche Grofle, ndmlich die Kriimmung von Ener-
gieniveaus bei Veréinderung eines dufleren magnetischen Feldes, in einem eindimensionalen Git-
termodell mit zwei wechselwirkenden Teilchen und einem ungeordneten Protential analysiert
werden. Der Einflul der Wechselwirkung in diesem Problem soll mit den in den letzten Jah-
ren entstandenen ersten Ergebnissen bei der Untersuchung anderer Groéflen fiir dieses System
verglichen werden.

Zunichst wird in einem Grundlagenteil ein Uberblick iiber frithere verwandte Arbeiten ge-
geben, die insbesondere zum Versténdnis und zur Motivation dieser Arbeit unabdingbar sind.
Nachfolgend wird das Modell eingefiihrt und der nichtwechselwirkende Fall besprochen, um an-
schlieBend das volle Problem mit Wechselwirkung mit ihm vergleichen zu kénnen. Zusammen
mit der Présentation der Ergebnisse wird schliellich die Relevanz der gewonnenen Erkenntnis-
se dargestellt und im Rahmen des Modells im Vergleich und zur Ergénzung fritherer Arbeiten
diskutiert.






2  Grundlagen

2.1 Unordnung: das Anderson-Modell

Bei der quantenmechanischen Beschreibung von Elektronen in idealen Kristallen erhélt man
durch die Gitterperiodizitéit periodische Wellenfunktionen geméfl dem Bloch-Theorem, die man
als Blochwellen bezeichnet (siche z.B. [1]). Sobald die Periodizitét des Gitters jedoch gestort
ist, sei es durch Gitterfehler wie Fehlstellen, Versetzungen und Fremdatome oder auch gegebe-
nenfalls thermisch angeregte Fluktuationen, brechen die Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit des
Bloch-Theorems zusammen. Anderson zeigte in der fundamentalen Arbeit [2], dafl fiir nicht-
ideale Kristallgitter bei hoher Unordnung beziehungsweise geniigend niedriger Zustandsdichte
qualitativ neue Phdnomene auftreten. Als sogenanntes Anderson-Modell studierte er hierfiir
die Bewegung eines oder mehrerer untereinander nicht wechselwirkender Teilchen in einem un-
geordneten Potential. Statt beliebig ausgedehnter Bloch-dhnlicher Zustinde kénnen durch die
Unordnung rdumlich lokalisierte Zusténde entstehen. Diese sogenannte Anderson-Lokalisierung
wird charakterisiert durch einen exponentiellen Abfall der Wellenfunktion auf der Skala der
dazu eingefiihrten Lokalisierungslange Lq. Das hat fiir die Transporteigenschaften, die von der
Beweglichkeit der Elektronen im Festkorper bestimmt werden, entscheidende Bedeutung, da

unter Umstédnden alle energetisch erreichbaren Zusténde lokalisiert sein kénnen.

Die Einsicht des Vorhandenseins lokalisierter Zustdnde in ungeordneten Festkoérpern hat im
Laufe der Jahre ausgesprochen vielfiltige Anwendungen gefunden, die hier bei weitem nicht
alle angesprochen werden konnen. Einige fiir das Verstdndnis der vorliegenden Arbeit wichtige
Eigenschaften sollen statt dessen herausgegriffen werden.

Das in [3, 4] vorgestellte berithmte Beispiel des Mottschen T~/4-Gesetzes fiir das Nieder-
temperaturverhalten der Gleichstromleitfahigkeit in amorphen Halbleitern ist eine der typischen
Anwendungen lokalisierter Zusténde. Ein Ubergang zwischen diesen Zusténden angeregt durch
Gitterschwingungen dient zur Erklarung der experimentell gefundenen Abhéngigkeit.

In [5, 6] wurde ein Zusammenhang zwischen der Verédnderung der Energieniveaus bei Ande-
rungen von Randbedingungen und dem elektrischen Leitwert formuliert, der als Thouless-
Relation bezeichnet wird. Die Anderung von Randbedingungen ist dabei fquivalent zur an-
schaulicheren Variation eines vom System umschlossenen Magnetfeldes. Eine Stérungsrechnung
in der Randbedingung, wie sie in Anhang A dieser Arbeit fiir das hier eingefithrte Modell ex-
plizit ausgefiihrt wird, enthélt ndmlich Matrixelemente des Impulsoperators, wie sie auch in
der Kubo-Formel fiir den elektrischen Leitwert [7, 8] auftreten. Nach der von Edwards und
Thouless vorgeschlagenen Abschitzung entsteht dabei im Mittel eine Proportionalitidt zwischen
dem elektrischen Leitwert und den zweiten Ableitungen der Energieniveaus nach dem magne-
tischen Fluf}, die als Kriimmungen der Energieniveaus bezeichnet werden, dividiert durch den
mittleren Niveauabstand. Diese Abschitzung ist nicht nur auf den von Edwards und Thouless
betrachteten Fall unkorrelierter Energieniveaus beschrinkt, wie sie — wie im folgenden noch
detaillierter dargestellt wird — im Fall lokalisierter Zustdnde auftreten. In [9] wurde gezeigt,
dal die Thouless-Relation zudem fiir korrelierte Energieniveaus erhalten bleibt, also auch fiir
delokalisierte Zustédnde gilt. Unter Vernachléssigung der Wechselwirkung zwischen den Teilchen
sind dabei die Zustidnde in der Nihe der Fermi-Kante von Interesse, denn bis dahin werden
die Zustidnde bestetzt, wenn man von kleinen thermischen Anregungen absieht. In der Kubo-
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2.1 Unordnung: das Anderson-Modell

Abbildung 1: Skizze der Skalenfunktion (3 in unterschiedlichen Dimensionen d gemifl der Ein-Parameter-Skalen-
Theorie als Funktion des Leitwertes g ohne thermische Anregung.

Formel treten nun die Matrix-Elemente des Impulsoperators zwischen diesen Zusténden an der
Fermi-Kante mit groler Wichtung auf. Der fiir die Abschétzung der Leitfahigkeit eingehende
Energiebereich wichst dabei mit zunehmender Temperatur, weil durch die ,, Verschmierung* der
Fermi-Funktion, die die Besetzung der Zustinde im thermodynamischen Gleichgewicht festlegt,
mit steigender Temperatur immer mehr Zusténde in die Transporteigenschaften eingehen.

Es ist zumindest qualitativ anschaulich auch klar, dafl die Stérke des Einflusses der Rand-
bedingung mit der rdumlichen Ausdehnung der Zustinde gekoppelt ist. Denn nur Zustinde, die
iiber das gesamte System ausgedehnt sind, kénnen Anderungen an der Randbedingung iiber-
haupt wahrnehmen.

Eine wesentliche Methode, den Leitwert einer makroskopischen Probe ohne thermische An-
regung durch das Verhalten bei kleinen Systemgrofien zu erhalten, bildet die Untersuchung des
Leitwerts g als Funkion der Systemgrofie L. Nach zahlreichen Arbeiten auf dem Gebiet wur-
de in [10] schlielich eine Ein-Parameter-Skalen-Theorie vorgestellt, in der die logarithmische
Ableitung

__dlng

B9 = T (1)

als Funktion nur eines Parameters, ndmlich dem Leitwert g, auftritt und das in Abbildung 1
skizzierte Verhalten besitzt. Die Skalenfunktion ((g) beschreibt eine Renormierung, nédmlich
wie sich der Leitweit g der Probe bei Verdnderung der Systemgroflie L verhélt. Insbesondere
gibt das Vorzeichen der Skalenfunktion 3(g) an, wie sich die Leitfihigkeit g beim Ubergang zu
makroskopischen Proben fortsetzt. Wihrend sie fiir negative $(g) immer weiter abnimmt, steigt
sie im Fall positiver 3(g) mit der SystemgroBe an. Das Vorzeichen der Skalenfunktion 3(g) legt
demnach fest, ob makroskopisch metallisches oder isolierendes Verhalten vorliegt.

Die hinter der Ein-Parameter-Abh#ngigkeit stehende Idee ist, dal die Verénderung in der
effektiven Unordnung durch eine geringe Vergréflerung des Systems durch die effektive Unord-
nung selbst festgelegt wird, die wiederum direkt allein durch den Leitwert gegeben ist. Eine
solche urspriingliche Formulierung der Skalen-Theorie konnte spéter durch weniger suggestive
Argumente unterstiitzt werden, die unter anderem in [11] zusammengestellt wurden. Ohne das
nun zu sehr ins Detail zu verfolgen, 148t sich hier eine ganz besonders interessante und wichtige
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2.1 Unordnung: das Anderson-Modell

Eigenschaft im Modell der Anderson-Lokalisierung anschaulich leicht verstehen und soll deshalb
vorgefithrt werden.

Im Grenzfall hoher Leitfahigkeit kann man makroskopisches Verhalten mit einem spezifischen
ohmschen Widerstand fiir einen Wiirfel der Kantenléinge L ansetzen. In einer Dimension d = 1
sinkt der Leitwert dann indirekt proportional mit der Systemgrofle L. Fiir d = 2 ist der Leitwert
hingegen konstant, weil neben der Linge der Probe auch deren Breite variiert wird, wihrend
sich fiir d = 3 sogar eine Proportionalitit zwischen Leitwert und Systemgrofie ergibt, denn die
zur Leitfdhigkeit beitragende Fliche steigt quadratisch mit der Systemgrofie, die Lange hingegen
nur linear. Damit gilt in Abhéngigkeit von der Dimension d der Probe

g(L) o< L42. (2)
Fiir die Skalenfunktion [3(g) ergibt sich also

Blg)=d—2. (3)

Im Grenzfall stark lokalisierter Zusténde, also sehr kleinem Leitwert fiir Systeme deutlich grofier
als die Lokalisierungslénge L1, kommt hingegen der exponentielle Abfall in der Ortsausdehnung
der Zustdnde zum Tragen. Folglich gilt

g(L) x exp(—L/Ly) (4)
und somit
B(g) = Ing + const. (5)

Unter der Annahme, daf8 die Skalenfunktion §(g) stetig und monoton ist [11], stellt man nun
fest, dafl sie im dreidimensionalen Fall fiir grofle Leitfihigkeiten positiv ist, sonst jedoch negativ
wie auch in d < 2. Aufgrund der bereits diskutierten Bedeutung der Skalenfunktion (3(g) legt
deren Vorzeichen aber genau fest, wie sich der Leitwert beim Ubergang zu makroskopischen
Proben fortsetzt. Wiahrend er fiir negative § immer weiter abnimmt, steigt er im Fall positiver
B mit der Systemgrofle. In einer und in zwei Dimensionen entsteht somit stets ein Isolator,
wéihrend es in drei Dimensionen demnach einen kritischen Wert fiir den Leitwert gibt, an dem
ein Metall-Isolator-Ubergang auftritt. Oberhalb dieses kritischen Wertes fiir der Leitwert ist
die Skalenfunktion ((g) positiv, unterhalb aber negativ. Solch ein Metall-Isolator-Ubergang ist
insbesondere in Zusammenspiel mit den in [12] eingefiihrten Beweglichkeitskanten interessant,
die auftreten kénnen, wenn die Lokalisierungseigenschaften der Zustinde im Spektrum variieren.
Abhingig von der Fermi-Energie werden dann ndmlich die verschiedenen Bereiche mit ihren
verschiedenen Eigenschaften fiir den Leitwert relevant. Auch die Einfiihrung von Magnetfeldern
kann zusétzliche Effekte verursachen, die in dieser Arbeit aber nicht weiter von Bedeutung sind,
da hier nur beliebig kleine zeitunabhéngige Stérungen durch ein Magnetfeld betrachtet werden,
die zu Krimmungen der Energieniveaus als Funkition des Magnetfeldes fiihren. Die vielseitigen
detaillierteren Untersuchungen sowohl analytischer, experimenteller als auch spater zunehmend
numerischer Natur auf dem Gebiet [13] sollen hier nicht weiter behandelt werden.

Zum Versténdnis von Transporteigenschaften kénnen iiber die Betrachtung des Einflusses
der Anderung von Randbedingungen auf der Basis der Thouless-Relation hinaus auch andere
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2.1 Unordnung: das Anderson-Modell

P(s)
1 A PPoisson(S)
P (5)
{
PWigner(S)
0 }
0 1 s

Abbildung 2: Beispiele fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen P(s) der Abstéinde s benachbarter Energieniveaus.
Die Absténde s werden in Einheiten des mittleren Niveauabstandes A angegeben.

Eigenschaften von Energiespektren beitragen. Speziell Korrelationen der Eigenwerte innerhalb
des Spektrums enthalten dahingehend ebenfalls Informationen [14]. Anschaulich ist beispiels-
weise die Wahrscheinlichkeitsdichte P(s) der Absténde s benachbarter Energiniveaus. Dabei ist
der Niveauabstand s dimensionslos gewéhlt, indem man ihn in Einheiten des mittleren Niveau-
abstandes A angibt. Grenzfille solcher Verteilungen P(s) sind in Abbildung 2 zu sehen. Fiir
unabhéngig voneinander zufillig verteilte Niveaus, also den Fall eines unkorrelierten Spektrums,
ergibt sich die Poisson-Statistik

PPoisson(s) = exp{—s} . (6)

Das Anderson-Modell ergibt beispielsweise eine solche Verteilung im Fall stark lokalisierter
Zusténde, wenn diese ndmlich aufgrund ihrer raumlichen Separation im Spektrum unabhéngig
voneinander auftreten. Im entgegengesetzten Fall ausgedehnter Zustéinde ohne Magnetfeld findet
man hingegen Verteilungen der Form

T T
Pyigner (8) = 58 exp {—232} . (7)

Diese Verteilung ist aus der Zufallsmatrixtheorie [15] unter dem Namen ,, Wigner surmise“ be-
kannt. Sie ist eine ausgezeichnete Approximation fiir die Verteilung der Niveauabstéinde P(s)
fiir eine bestimmte Klasse von Zufallsmatrizen, dem Gaufischen Orthogonalen Ensemble (GOE).
Dariiberhinaus sind noch weitere derart universelle Verteilungen aus der Zufallsmatrixtheorie
her bekannt, ndmlich das Gaufische Unitdre Ensemble (GUE) und das Gaufsche Symplekti-
sche Ensemble (GSE). Definiert werden die Ensembles dadurch, dafl man mit einer beliebig
gewihlten Transformationsmatrix der entsprechenden Symmetrieklasse das Ensemble wieder
auf sich selbst abbildet. Ndhere Details sind fiir diese Arbeit jedoch nicht notwendig, weshalb
hier disbeziiglich auf ein Standardwerk zum Thema verwiesen werden soll [15].

Die angesprochenen Verteilungen erhélt man in unterschiedlichen Problemen der Theore-
tischen Physik wie auch der Experimentalphysik immer wieder in der selben Weise, was sie
besonders bedeutsam als Charakterisierungsmerkmal macht. Wenn beispielsweise Niveaustati-
stiken wie bei Zufallsmatrizen auftreten, sind vielfach spezielle Details des in dem Sinne aus-
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2.2 Wechselwirkung: das Hubbard-Modell

reichend komplexen Systems irrelevant und es kommt nur noch auf die Symmetrien an. So fin-
det man bei der quantenmechanischen Untersuchung von Billards, die sich klassisch chaotisch
verhalten, typischerweise die Wigner-Verteilung, wohingegen im klassisch integrablen Fall meist
Poisson-Statistik auftritt. Dariiber hinaus ist seit einiger Zeit eine weitere scheinbar d&hnlich pro-
blemiibergreifende Verteilung im Gespréch, die sogenannte kritische Statistik. Sie steht in vieler-
lei Hinsicht zwischen den eben angesprochenen Fillen der Poisson- und der Wigner-Verteilung.
FEindrucksvoll und auch naheliegenderweise im hier angesprochenen Rahmen sei das Beispiel
des Metall-Isolator-Ubergangs im dreidimensionalen Anderson-Modell genannt [16]. Wihrend
man, wie schon diskutiert, im Fall grofier Unordnung beim Ubergang zu grofien System die
Poisson-Statistik erreicht, bei kleiner Unordnung jedoch das Wigner-Verhalten, gibt es dazwi-
schen eine kritische Unordnungsstirke, an dem die Verteilung der Niveauabstinde P(s) von der
Systemgrofie unabhéngig ist. Diese wird durch

Pcrit(s) =4s exp{—2$} (8)

approximiert [17]. Diese Verteilung verlduft fiir kleine s linear mit s wie auch die Wigner-
Verteilung, fiir grole s hingegen ist das Verhalten #hnlich dem der Poisson-Statistik.

Statistische Eigenschaften des Spektrums finden sich auch in anderen Gréfien als P(s) wie-
der. Beispielsweise kann man die Varianz der Anzahl der Energieniveaus innerhalb einer festen
Energieintervallgréfie untersuchen, die als Yo-Statistik bezeichnet wird, und findet entsprechen-
de Universalitiitsklassen [15]. Auch die Kriimmungen von Energieniveaus durch Anderung von
Randbedingungen, wie sie in dieser Arbeit untersucht werden sollen, weisen fiir verschiedene
Systeme die gleichen typischen Verteilungen [18] auf, zumindest in den Féllen von Poisson-
und Wigner-Verteilungen von P(s). Es ist nun naheliegend, dhnliches fiir den Fall kritischer
Statistik zu untersuchen, indem man dies fiir unterschiedliche Systeme, bei denen man aus der
Untersuchung einiger Eigenschaften kritisches Verhalten vermutet, vergleicht. So wurde in [19]
ein Vorschlag fiir die Statistik von Kriimmungen am Punkt kritischer Niveaustatistik im dreidi-
mensionalen Anderson-Modell gemacht, auf den spéter in der Arbeit Bezug genommen werden
soll.

2.2 Wechselwirkung: das Hubbard-Modell

In den Arbeiten [20, 21] wurde das wohl einfachste denkbare Modell frei beweglicher wechselwir-
kender Elektronen in einem Kristallgitter eingefiihrt, das seitdem unter den Namen Hubbard-
Modell diskutiert wird. Es besteht aus einem Gitter, wobei Hiipfen mit einer ortsunabhingigen
Hiipfamplitude meist nur zwischen benachbarten Gitterpliatzen erlaubt wird. Die Wechselwir-
kung beschreibt Korrelationen zwischen den Teilchen durch eine Wechselwirkungsenergie, die
genau in den Fillen auftritt, in denen sich zwei Elektronen auf demselben Platz befinden und da-
mit aufgrund des Pauli-Prinzips notwendigerweise unterschiedlichen Spin besitzen. Eine solche
extrem einfache Wechselwirkung, die darauf beschrénkt ist, dafl eine Wechselwirkungsenergie
auftritt, wenn sich zwei Teilchen auf einem Platz in einem Gittermodell befinden, wird als
Hubbard-Wechselwirkung bezeichnet.

Trotz der Einfachheit des Modells ist es duflerst schwierig zu behandeln, weil starke Korre-
lationen zwischen den Teilchen, wie sie hier beschrieben werden kénnen, nicht mit Hilfe eines

effektiven Einteilchenmodells formuliert werden konnen. Andererseits ist das Modell von grof3em
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2.3 Unordnung und Wechselwirkung: das TIP-Problem

Interesse, weil es die Untersuchung iiber derartige Einteilchenmodelle hinaus ermoglicht. Solche
Betrachtungen haben sich wiederum als notwendig erwiesen, um eine Vielzahl von Phdnomenen
zu beschreiben, wie — nur um Beispiele zu nennen — magnetische Ordnungsphénomene oder
bestimmte Metall-Isolator-Ubergéinge wie den Mott-Hubbard-Ubergang, bei dem die Wechsel-
wirkung das System zu einem Isolator macht. Allerdings gibt es nur wenige exakte Losungen und
Aussagen, insbesondere in héheren Dimensionen als Eins. Die ganze Fiille von Arbeitsgebieten,
die sich in dem Zusammenhang ergeben haben, sollen hier nicht weiter behandelt werden, denn
dies wiirde den Rahmen bei weitem sprengen.

Eine Kombination aus den beiden vorgestellten Modellen, also der gleichzeitigen Erfassung
von Wechselwirkung und Unordnung, ist in fritheren Arbeiten zunichst durch stérungstheo-
retische Erweiterungen untersucht worden. Auf die Weise kann man eine Wechselwirkung in
das Anderson-Modell einbauen [11]. Andererseits kann man aber auch Unordnung im Hubbard-
Modell untersuchen, indem man das Problem in das kontinuierliche Modell einer Luttinger-
fliissigkeit iiberfithrt und mit Methoden der Renormierungsgruppentheorie behandelt [22]. Al-
lerdings erreicht man dabei nie gleichzeitig starke Wechselwirkung und eine starke Unordnung.
Fine Erhchung der Beweglichkeit der Teilchen gegeniiber dem Fall mit nur Unordnung oder nur
Wechselwirkung wurde nicht beobachtet.

2.3 Unordnung und Wechselwirkung: das TIP-Problem

Nachdem Anderson-Lokalisierung wechselwirkungsfreier Teilchen lange Zeit eingehend studiert
wurde und dabei die Theorie sowohl in Experimenten wie auch in numerischen Simulationen
bestétigt werden konnte, traten bei Experimenten in ungeordneten mesoskopischen Ringen anor-
mal grofle Dauerstrome auf. Solche Dauerstrome bilden einen stromtragenden Gleichgewichts-
zustand und sind in winzigen normalleitenden Ringen experimentell nur mit extrem hohem Auf-
wand bei sehr tiefen Temperaturen beobachtbar. In [23] wurden im Mittel iiber 107 Kupferringe
Dauerstrome gefunden, die um eine Gréflenordnung iiber dem aus einer wechselwirkungsfreien
Theorie erwarteten Wert lagen. Eine Diskrepanz um zwei Gréfienordnungen wurde in [24] fiir
drei verschiedene einzelne Goldringe gemessen. Die Beschreibung der Beobachtungen durch ei-
ne Theorie, die eine Wechselwirkung zwischen den Teilchen beinhaltet, ist seitdem Gegenstand
intensiver Forschung [25, 26].

Motiviert durch die neue Idee, den womdglich erheblichen Einflul einer Wechselwirkung zwi-
schen den Teilchen vor allem auch qualitativer Art auf Transporteigenschaften zu untersuchen,
schlug Shepelyansky in [27] vor wenigen Jahren das System zweier wechselwirkender Teilchen
vor. Auf Englisch spricht man von ,,two interacting particles®, dessen Akronym ,, TIP* sich in
letzter Zeit eingebiirgert hat. Dieses Modell soll zunéchst vor allem dazu dienen, ganz allge-
mein und grundlegend Lokalisierungseigenschaften wechselwirkender Teilchen in ungeordneten
Systemen zu untersuchen und zu verstehen. Als einfachster Fall einer Wechselwirkung auf einem
Gittermodell, die nach dem Vorschlag von Shepelyansky bereits zur qualitativen Beobachtung
des Zusammenspiels ausreichen sollte, wurde eine Hubbard-Wechselwirkung zwischen den Teil-
chen verwendet. Bis auf Ausnahmen konzentrieren sich die bisherigen Arbeiten auch auf eine
solche Wechselwirkung und zudem werden bisher meist nur eindimensionale Systeme diskutiert.

Shepelyansky kam in [27] durch Abschitzung des Hamiltonoperators im wechselwirkenden
Fall in der Basis der Eigenzustédnde ohne Wechselwirkung, Transformation auf eine Bandmatrix
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und numerische Untersuchung dieser Bandmatrix zu dem iiberraschenden Ergebnis, daf} die ein-
gefithrte kurzreichweitige Wechselwirkung zu einer Delokalisierung der Zusténde fithren kann.
Fiir die Zweiteilchenlokalisierungsldnge Lo, die die Wellenfunktionen der zwei wechselwirkenden
Teilchen bei gemeinsamer Propagation charakterisiert, fand er Ly oc L?. Das steht krafl im Ge-
gensatz zu den zuvor als typisch angesehenen Folgen einer Wechselwirkung zwischen Teilchen,
namlich der damit verbundenen Lokalisierung der Zustéinde. Zudem war es auch iiberraschend,
dal das Vorzeichen der Wechselwirkung offenbar nicht von Bedeutung fiir den erwarteten De-
lokalisierungseffekt ist.

Es soll nicht versiumt werden, den {ibrigen Grundlagenteil dazu zu verwenden, eine ganze
Reihe verschiedener Publikationen der letzten Jahre zum Thema kurz anzusprechen, um die
Arbeit inhaltlich in die bestehenden Untersuchungen einzugliedern und nicht zuletzt um auch
einige zum besseren Verstdndnis dieser Arbeit erforderlichen Ergebnisse zusammenzutragen.

Schon ein paar Jahre vor Shepelyanskys Arbeit wurde ein Delokalisierungseffekt im Problem
zweier wechselwirkender Teilchen von Dorokhov beschrieben [28], der als Wechselwirkung ein
attraktives harmonisches Potential verwendet hat. Damit war die Propagation der Teilchen zwar
von vornherein auf eine gemeinsame Propagation eingeschriankt, aber der wesentliche Effekt der
erhohten Lokalisierungslédnge wurde damals kaum beachtet. Erst nachdem es eine ganze Reihe
von Artikeln zum TIP-Problem gegeben hat, ist die Relevanz dieser frithen Publikation bemerkt
worden.

Die verbliiffende Beobachtung der Erhohung der Lokalisierungsldnge durch eine Wechselwir-
kung im von Shepelyansky eingefiihrten TIP-Problem wurde kurz darauf von Imry aufgegriffen
[29] und konnte von ihm durch eine andere Uberlegung bestitigt werden. Ausgehend von einer
Blockzerlegung eines gedachten ungeordneten Systems mit einer der Lokalisierungsldnge der
Zusténde gleich gewéhlten Blockgrofle, betrachtete er den Einflufl des Zusammenfassens solcher
Blocke auf die Eigenzustidnde des Gesamtsystems und konnte damit abschétzen, dafl im Fall
einer Wechselwirkung zwischen Teilchen gegeniiber dem nichtwechselwirkenden Fall eine De-
lokalisierung der Zusténde, die sich iiberhaupt nahe genug kommen und die Wechselwirkung
spiiren, auftritt. Fiir diese Zustdnde erwartete er aufgrund der gemeinsamen Propagation der
zwei Teilchen fiir ladungsabhéngige Effekte auch ein der zweifachen Ladung entsprechendes Ver-
halten. Ahnliches kennt man aus Experimenten mit Supraleitern, bei denen das als Nachweis
der Existenz von Cooper-Paaren gilt.

Die Erhohung der Lokalisierungslinge im TIP-Problem konnte in kurzer Zeit durch ver-
schiedene Methoden bestétigt werden. In [30] wurden zwei Moglichkeiten vorgestellt. Einerseits
wurden Transfermatrizen betrachtet, bei denen die Schodingergleichung auf einem Gittermodell
in eine Iterationsvorschrift fiir die Wellenfunktionen uminterpretiert wird. Durch Multiplikation
der aneinandergehorenden Transfermatrizen kann man auf die Weise die rdumliche Entwicklung
von Wellenfunktionen iiber gréflere Distanzen berechnen, und auch deren Lokalisierungslénge.
Neben einer analytischen Diskussion wurden diese Transfermatrizen auch numerisch untersucht.
AuBler der neuerlichen Bestéitigung des Effektes wurde hierbei auch beobachtet, dafl das Vor-
zeichen der Wechselwirkung nicht generell unerheblich ist, sondern dies nur in der Bandmitte
so zutrifft. Auf der anderen Seite wurde die numerische Transfermatrixmethode, die schon She-
pelyansky in [27] verwendet hat, eingehender studiert. Dabei entsteht némlich eine maximale
relative Entfernung der beiden Teilchen voneinander, die eine Wechselwirkung darstellt. In [30]
wurde nun der Einflufl der Hubbard-Wechselwirkung durch Selektion von Eigenzustédnden, die
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von Artefakten des Randes nichts spiiren, untersucht und herausprapariert. Gegeniiber Shepe-
lyansky wurde fiir die Zweiteilchenlokalisierungsldnge Lo das Verhalten Ly o< L%’65 approximiert.

Die gemeinsame Propagation zweier Teilchen im TIP-Problem wurde numerisch in [31] de-
monstriert, indem die Sensitivitéit auf ein Magnetfeld, die ja von der Gréfle der Ladung abhéngig
ist, untersucht wurde, wie das bereits von Imry in [29] vorgeschlagen wurde. Dabei wurden nu-
merisch die durch die Wechselwirkung entstehenden Paarzusténde durch ihr ausgezeichnetes
Verhalten gegeniiber einem im Ring eingeschlossenen Magnetfeld, ndmlich einer halbierten Pe-
riodizitdt der typischen Periode aufgrund der doppelten beteiligten Ladung, bestimmt. Bei der
Berechnung solcher Zusténde wurde wie erwartet eine erhohte Lokalisierungslénge in Richtung
der Schwerpunktskoordinate der beiden Teilchen gefunden.

Die Berechnung der Lokalisierungslinge durch Greensche Funktionen stellt eine weitere Me-
thode dar, den EinfluB der Wechselwirkung im TIP-Problem zu behandeln [32]. Damit wurde
die urspriinglich von Shepelyansky in [27] angegebene Abhéngigkeit des Delokalisierungseffektes
von der Wechselwirkungsstirke oc U? eingehender untersucht und ein anderer Zusammenhang
angegeben, niamlich o |U|. Tatséichlich scheint das Verhalten komplizierter, wie die Ergebnis-
se aus Untersuchungen von Niveaustatistiken [33] nahelegen. Dort wurde eine Energieskala fiir
die Korrelationen im Spektrum aufgrund der Wechselwirkung und deren Abhéngigkeit von der
Wechselwirkungsstiirke identifiziert, die einen Ubergang von oc |U| bei kleinen |U| zu U? fiir
grofere |U| aufweist.

Mittels vollstdndiger Diagonalisierung relativ kleiner Systeme wurde in [34] im Mittel eben-
falls eine Delokalisierung durch Wechselwirkung festgestellt, jedoch konnte dabei gezeigt werden,
daf} dies keineswegs fiir alle Zustéinde in gleicher Weise gilt. Als eine generelle Schwierigkeit dieser
Vorgehensweise muf} jedoch die Beschrankung der Systemgrofie aufgrund des extrem wachsen-
den Aufwandes angesehen werden. Die hohe Unordnung im System, die somit notwendig wird,
um die Zustédnde auf der Skala L; < L zu lokalisieren, fiihrt gleichzeitig zu einer extremen
Rasterung fiir die Zustdnde und zu kleinen Einteilchenlokalisierungsléngen L. Da der Effekt
der VergroSerung der Zweiteilchenlokalisierungslinge Lg laut Shepelyansky proportional zu L?
geht, sind sehr kleine Einteilchenlokalisierungslangen fiir die Untersuchung ungeeignet. Auch
wenn fiir den Exponent in spéteren Arbeiten etwas andere Werte als 2 gefunden wurden, wird
die Delokalisierung durch Wechselwirkung dennoch in gréfleren Systemen viel deutlicher.

Wiéhrend der ersten Bearbeitungen des TIP-Problems wurden die teilweise durchaus vagen
qualitativen Argumentationen keineswegs allgemein akzeptiert. Auch die genannten numerisch
erzielten Ergebnisse wurden zumindest in Teilen verschiedentlich kritisiert. So gab es beispiels-
weise einen Disput dariiber, ob dafl die gefundenen Effekte nur Folge der endlichen Systemgrofie
sein koénnten [35, 36, 37]. Auch andere Varianten der Diskretisierung fithren zu Ergebnissen
[38, 39], die dem bisher angesprochenen scheinbar widersprechen, jedoch lassen sich diese auf die
einschneidenen Verdnderungen am Modell zuriickfithren. Zwar handelt es sich bei den Verdnde-
rungen nur um den Ubergang zu Schwerpunkts- und Relativkoordinaten, auf dem Gitter fithrt
das aber zu qualitativ anderem Hiipfverhalten, weil so ein gemeinsames Hiipfen beider Teilchen
eingefiihrt wird. Im Laufe der Zeit stellt sich also immer deutlicher heraus, welche Annahmen
und Probleme den zunéchst widerspriichlichen Ergebnissen zu Grunde liegen, so dafl ein zuneh-
mend konsistentes Bild entsteht, zu dem auch die vorliegende Arbeit beitragen soll.

Diese Arbeit untersucht numerisch die Kriimmungen von Energieniveaus im TIP-Problem,
um deren Verhalten im Sinne einer Lokalisierungseigenschaft zu interpretieren. Insbesondere ist
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dabei von Interesse, inwiefern die in [40] aufgestellten Abschitzungen der Eigenschaften von
solchen Kriimmungen im numerischen Experiment reproduziert und auch konkretisiert werden
konnen. Dort ist vorausgesagt worden, dafl eine Vergroflerung von Zweiteilchenkriimmungen
durch Wechselwirkung genau fiir die Fille eintritt, in denen die Zustéinde durch starke Un-
ordnung stark lokalisiert sind. Dem gegeniiber wurde im Fall kleiner Unordnung jedoch eine
Verringerung der Zweiteilchenkriimmung durch Wechselwirkung vorhergesagt. Besondere Be-
deutung hat dies, weil vor der begonnenen Diskussion des TIP-Problems erwartet worden war,
dal Wechselwirkungseffekte zwischen Teilchen stets zur Unterdriickung des Transports fiithren.
Die Untersuchungen, die zu dieser Einschitzung fiihrten, konnten jedoch den Bereich starker
Wechselwirkung und starker Unordnung nicht erfassen. Die Kriimmungen von Energieniveaus
scheinen deshalb geeignete Grofien zu sein, diese Fille starker und schwacher Unordnung zwi-
schen den Teilchen zu verbinden.

Die vorliegende Arbeit ist in einer Publikation [41] als abschliefender Beitrag einer vierteili-
gen Publikationsserie zusammengefafit worden, in der verschiedene neuere Untersuchungen zum
TIP-Problem présentiert werden. Die Vorstellung bisheriger Publikationen abschlieflend sollen
die anderen Teile dieser Serie angesprochen werden, da sie sehr unterschiedliche und zum Grof3-
teil bisher am TIP-Problem noch nicht angewandte Methoden verwenden. Obwohl sie dadurch
zunichst ganz unterschiedliche Aspekte diskutieren, birgt gerade ihre gegenseitige Erginzung
die Moglichkeit, ein konsistentes Bild zu entwerfen.

Im ersten Teil [42] wird die Schrédingergleichung mit Wechselwirkung in der Basis von
Eigenzustdnden des wechselwirkungsfreien Falls geschrieben, wodurch sich eine Kopplung der
gewihlten Basiszusténde ergibt. Fiir lokalisierte Zustdnde wird diese Kopplung multifraktal, was
eine Korrektur des von Shepelyansky angegebenen Zusammenhangs Ly o< L? im Exponenten
nach sich zieht und damit eine Erkldrung fiir die Diskrepanzen mit verschiedenen numerischen
Untersuchungen liefert. Zudem ist die Multifraktalitéit insbesondere in Zusammenhang mit dem
zweiten Teil der Serie [43] von Interesse. Dort werden Parameterbereiche der Wechselwirkung
und Unordnung diskutiert, in denen in der Statistik der Energieniveaus ein kritisches Verhal-
ten auftritt, wie es beispielsweise am Metall-Isolator-Ubergang im dreidimensionalen Anderson-
Modell ebenfalls gefunden wird. Die Unordnungsstiarke mufl dazu so gewéhlt werden, dafl die Sy-
stemgrofle und die Lokalisierungsléinge gleich werden und auflerdem die Wechselwirkungsstérke
so, daf sie in einem Bereich nahe dem maximalen Einflu der Wechselwirkung liegt. Das typi-
sche schwach-chaotische Verhalten der Zustéinde am moglicherweise universellen Ubergang von
integrablen zu chaotischen Modellen wird mit den multifraktalen Eigenschaften der Kopplung
der nichtwechselwirkenden Zustédnde durch die Wechselwirkung aus [42] in Zusammenhang ge-
bracht. Interessanterweise wird hier aber ein kritisches Verhalten in der Verteilung P(s) und der
Yo-Statistik beobachtet, obwohl die Grenzfille ohne und mit unendlich starker Wechselwirkung
beide Poisson-Statistik in P(s) zeigen.

Der dritte Teil [44] betrachtet des Problem zweier wechselwirkender Teilchen durch nume-
rische Simulation der Zeitentwicklung von Zusténden ausgehend von nah beieinanderliegenden
Teilchen. Zunéchst propagieren die Teilchen innerhalb der Einteilchenlokalisierungsldnge bal-
listisch. Dieser Vorgang wird durch die Wechselwirkung sogar behindert, sodafl die Zeit bis
zum Erreichen der Einteilchenlokalisierungsléinge anwéchst. Danach fiithrt die Wechselwirkung
zwischen den Teilchen jedoch zu einer weiteren Delokalisierung bis die Zweiteilchenlokalisie-
rungslidnge erreicht ist, wobei die Schwerpunktsbewegung durch ein logarithmisches Zeitgesetz

11



2.3 Unordnung und Wechselwirkung: das TIP-Problem

approximiert wird. Eine direkte Verbindung zur vorliegenden Arbeit entsteht, wenn man die
Zeitentwicklung vor Erreichen der Einteilchenlokalisierungsléinge mit metallischem, also deloka-
lisiertem Verhalten identifiziert, das nachfolgende Verhalten jedoch mit dem lokalisierten Re-
gime.

Es ist wichtig anzumerken, dafl bei den angesprochenen Arbeiten die Effekte in der Mitte
des Spektrums oder zumindest bei anderen hoch angeregten Zustéinden diskutiert wurden. Das
beginnt schon mit den beiden zu Beginn stehenden Publikationen von Shepelyansky [27] und
Imry [29], die zunéchst ganz allgemein fiir Zweiteilchenzustédnde argumentierten, die typischer-
weise weit vom Grundzustand entfernt sind. Insbesondere mufl man dabei nun anmerken, dafl
eine dhnlich direkte Relevanz von Zustéinden in der Bandmitte wie im nichtwechselwirkenden
Fall durch Fiillung der Zusténde bis zur Fermikante hier nicht gegeben ist. Es gibt jedoch gleich
mehrere Zielrichtungen, in denen direkte praktische Relevanz des TIP-Problems zu erwarten ist.

Einerseits sind in Halbleitern hochangeregte Elektronen-Loch Paarzustinde Beispiele fiir das
TIP-Problem. Ein Experiment mit Halbleiterheterostrukturen, das eine Variation der Wechsel-
wirkung durch Verdnderung der Abschirmung der Coulombwechselwirkung zwischen Elektron
und Loch mittels freier Ladungstriger in der Umgebung vorsieht, wird zur Zeit diskutiert und
vorbereitet [45]. Zwar ist die effektive Teilchenmasse nicht gleich, liegt aber bei entsprechen-
der Materialwahl in der gleichen Groflenordnung. Auch das Unordnungspotential, welches die
Teilchen spiiren, ist nicht identisch, was aber keine wesentliche Rolle zu spielen scheint.

Andererseits sind vor einigen Jahren Experimente gemacht worden, deren Ergebnisse durch
die bisherige Theorie der Anderson-Lokalisierung nicht erklirt werden. Es zeichnet sich ab, daf3
die Wechselwirkung zwischen den Ladungstrigern im Festkorper eine Schliisselposition fiir die
Deutung haben konnte. Schon Shepelyansky hat in [27] die Einfiihrung des TIP-Problems mit
Experimenten zu Dauerstréomen in mesoskopischen Ringen begriindet, um zunéchst von seinem
vergleichsweise einfachen Modell ausgehend bereits wesentliche Effekte beobachten zu kénnen.
Ob der kompliziertere Fall mehrerer wechselwirkender Teilchen tatséchlich bereits durch das
TIP-Problem beschrieben werden kann, ist indes noch nicht gekldrt, aber es wurden bereits
Untersuchungen mit mehr als zwei Teilchen und denselben Methoden, wie sie jetzt am TIP-
Problem erarbeitet werden, begonnen [46]. Neben der Motivation aus den Dauerstromexperi-
menten wird auch bereits an eine mogliche Erkldrung der Experimente [47, 48, 49] gedacht,
die metallische Zustinde und einen Metall-Isolator-Ubergang in zweidimensionalen Silizium-
Halbleiterstrukturen finden, welche nach der Theorie der Anderson-Lokalisierung nicht existieren
diirften, die aber mittlerweile experimentell in einer ganzen Reihe von Arbeiten auch fiir andere
Systeme nachgewiesen wurden [50, 51, 52, 53]. In [54] wird bei der Diskussion des TIP-Problems
in zwei Dimensionen das Entstehen ausgedehnter Zusténde beobachtet. Eine Verallgemeinerung
des Effekts auf den Leitwert in Vielteilchensystemen ist jedoch offen. Fiir mogliche Néherun-
gen, wie die Einfithrung eines Fermisees, in dem die Wechselwirkung zwischen den Teilchen

vernachléssigt wird, werden erste Ansétze diskutiert [55, 56].

12



3 Ein Teilchen im Ring

Zunichst ist es notwendig, den Fall eines Teilchens im Ring genauer zu untersuchen, denn
damit 148t sich der Fall mehrerer nichtwechselwirkender Teilchen beschreiben. Dabei stehen
hier nur die Aspekte im Mittelpunkt, die fiir das Verstdndnis von Zweiteilchenspektren in den
Grenzfillen ohne und mit unendlich starker Wechselwirkung notwendig und niitzlich sind, damit
diese anschlieend mit dem um Wechselwirkung ergénzten Problem verglichen werden kénnen.

3.1 Hamiltonoperator fiir das kontinuierliche Problem

Die Geometrie, die im folgenden stets zu Grunde gelegt wird, ist in Abbildung 3 dargestellt. Es
handelt sich um ein eindimensionales System, das zu einem Ring mit dem Radius R geschlos-
sen ist. Die Unordnung wird durch ein Potential V' beschrieben und als zusétzlicher duflerer
Parameter wird ein zum Ring senkrechtes Magnetfeld B eingefiihrt. Die Homogenitéit des Ma-
gnetfeldes und auch dessen Wahl senkrecht zum Ring, die bei der folgenden Aufstellung des
Hamiltonoperators fiir das Problem der Verstdndlichkeit halber verwendet werden, sind nicht
wesentlich, denn den tatsidchlichen Parameter im Problem bildet der im Ring eingeschlossene
magnetische Flufl. Dies wird sich natiirlich insbesondere in diesem Spezialfall ergeben, nur 1i3t
die Einschréinkung hier eine besonders einfache Schreibweise zu.
In Ortsdarstellung lautet der Hamiltonoperator fiir diese Problem
Hy— [% _ EE(F)]Q V@, )
2m c

i
Dabei bezeichnet m die Teilchenmasse und A das Vektorpotential aufgrund des Magnetfeldes,
das in den kanonischen Impuls eingeht. Fiir die Ladung des Teilchens wird die vorzeichenlose
Elementarladung e eines Elektrons angesetzt. Der Betrag der Teilchenladung ist aber nicht
weiter von Bedeutung, sondern hat nur auf die verwendete Skala des Magnetfeldes Einfluf}, wie
sich in Abschnitt 3.2 herausstellen wird. Als dhnlich unerheblich wird sich dort auch die Wahl
des Vorzeichens der Ladung zeigen.

Beim Wechsel zu einer dem Problem angepafiten Koordinate, ndmlich dem in Abbildung 3
angedeuteten Winkel v, geht der Impulsoperator in den Drehimpulsoperator senkrecht zur Rin-
gebene iiber und es entsteht

V—-—2L—. (10)

Das Vektorpotential A kann in der Winkelkoordinate v beispielsweise unter Verwendung der
Coulomb-Eichung geschrieben werden. Es folgt

- 1

Statt des Winkels v kann man auch die Position auf dem Ring ¢ = vR angeben. Unterteilt man
den Ring in L Teile, wobei L eine natiirliche Zahl sein soll, so da} L Pldtze entstehen, kann

man diese Ortsangabe auf die Langenskala

a=2ntR/L (12)
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3.2 Diskretisierung

Abbildung 3: Das Problem behandelt Teilchen, die sich auf einem eindimensionalen Ring bewegen.

beziehen. Der Ort auf dem Ring wird dann mit der Zahl | = z/a beschrieben. Die Zahl [ ist
zunéchst reel und liegt in [0, L). Der Hamiltonoperator auf dem Ring wird dadurch
1 | n* 0% ke O

2
+2rBZ ¢ %R@Q T V(D). (13)

M=o = ar T e BB

Die zeitunabhéingige Schrodingergleichung fiir die Wellenfunktion (1) des Teilchens in Ortsdar-
stellung lautet

Hip(l) = Ey(l). (14)

3.2 Diskretisierung

Eine numerische Behandlung des Problems erfordert die Erfassung der Zusténde durch endlich
viele Parameter. Die zunéichst kontinuierlichen Wellenfunktionen miissen dazu auf einen endli-
chen Funktionenraum eingeschrinkt werden. Eine Moglichkeit ist die Einfithrung eines Rasters
und Beschreibung der Funktion ausschliefllich auf den Rasterpunkten. Der dazu wesentliche
Schritt wurde durch die Einfithrung einer Skala fiir die Angabe der Position auf dem Ring be-
reits ausgefiithrt. Statt der kontinuierlichen Wellenfunktion in der Ortsdarstellung werden nun
nur noch ganzzahlige Vielfache der Léngeneinheit a zugelassen. Das bedeutet, dal die Positi-
onsangabe [ fiir das Teilchen eine natiirliche Zahl sein mufl. Die Wellenfunktion kann dann mit
einem endlichdimensionalen Vektor beschrieben werden. Als Ortsbasis {|l)} fiir die Wellenfunk-
tion kann man Wannier-Funktionen verwenden. Im Zustand |l) ist das Teilchen dabei auf Platz (
lokalisiert. In der Vektorschreibweise bedeutet dies eine Eins an der [-ten Position, wahrend alle
anderen Eintrige Null sind. Unter Ausnutzung der Ringperiodizitéit wird zudem die Identitét

L) =10) (15)

in der Ortsbasis eingefiihrt, die in vielen Féllen eine abkiirzende Schreibweise erlaubt.

Durch den Ubergang zu natiirlichen Zahlen [ ist nun eine Approximation fiir die Ableitungen
der Wellenfunktion nach der Position des Teilchens anzugeben. Damit im Grenzfall L. — oo
wieder das exakte Resultat entsteht, mufl man den Differenzenquotienten bei endlicher Differenz
verwenden. Dabei wird eine symmetrische Darstellung um den Zustand |l) gewihlt, um die
vorhandene Symmetrie zu erhalten.

9 1
ol = Sl +1) = -1) (16a)

82
WW —[l+ 1)+ I1-1)=2|) (16b)
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3.2 Diskretisierung

Damit wird der Hamiltonoperator H; eine Matrix H; und die Schrédingergleichung eine Eigen-

wertgleichung fiir diese Matrix.

Dy —-t* 0 .- 0 —t
—t Dy —t* 0 0
0 -t Do 0 0
Hy = . ) ) (17)
0 0 0 Dy o —t*
—t* 0 0 —t Dp_4
Die auftretenden Diagonalterme D; lauten dabei
eR*B?  R?
D, = V. 18
! 8mc? * ma? +th (18)
C

Durch Festlegung eines geeigneten Energienullpunktes kann man die Konstante C' Null setzen.
Man mufl dann allerdings beachten, dafl diese Wahl vom Wert des Magnetfeldes B abhéngt.
Betrachtet man Anderungen von Energien unter Variation des Magnetfeldes, wird dieser feste
Einflufl des Feldes entsprechend ignoriert. Insbesondere kann man bei den Kriimmungen von
Energien unter Variation des Magnetfeldes einen konstanten Anteil identifizieren, der durch
Setzen von C' = 0 und damit D; = V} nicht mehr auftritt.

Die Nichtdiagonaleintrédge von H; beinhalten das Hiipfelement

t =
2ma? P
——

F

h? {z’aeRB} . (19)

2he

Bei der Rechnung erhélt man nicht direkt die Exponentialfunktion, sondern als Folge der Néhe-
rung der Ableitungen die ersten zwei Terme ihrer Taylorreihe. Da das Magnetfeld wie im kon-
tinuierlichen Problem aber nur Einflul auf die Phase haben darf, ist diese Interpretation als
Phasenverschiebung notwendig.

Um die Schreibweise iibersichtlicher zu gestalten, kann man zu einer Energieskala tibergehen,
in der der Vorfaktor F' Eins ist. Das Potential V' wird dann wie auch alle anderen Energien in
Vielfachen von F' angegeben. Zudem ist es sinnvoll, statt des Magnetfeldes den magnetischen
Flu8 durch den Ring ¢, sowie dessen Verhéltnis ¢ zum Fluiquant g einzufiihren:

h
p=mRB, go=-—, ¢=-—. (20)
€ ¥0
Damit wird das Hiipfelement ¢ zu
271
t= — . 21
exp {0} (21)

Daf} als Skala fiir den eingeschlossenen magnetischen Flufl ¢ gerade das Flulquant ¢ auftritt,
ist Folge der Wahl der Elementarladung als Teilchenladung. Das Vorzeichen der Ladung des
Teilchens schlédgt sich zudem nur im Vorzeichen des Imaginérteiles des Hiipfmatrixelements ¢
nieder; statt des genannten Hiipfmatrixelements ¢ tritt das komplex konjugierte dessen auf. Der
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3.3 Unterschiede zwischen dem kontinuierlichen und dem diskreten Modell

-W 0 W W

Abbildung 4: Zur Modellierung der Unordnung V; auf den Plédtzen [ =0, ..., L — 1 wird eine Kastenverteilung
der Breite 2W verwendet.

Ubergang zu der komplex konjugierten Matrix etwa durch Wechsel des Vorzeichens der Ladung
oder auch einen Vorzeichenwechsel des eingeschlossenen magnetischen Flusses ¢ verdndert je-
doch die Eigenwerte der hermiteschen Matrix und damit die Eigenenergiezusténde des Systems
nicht. Diese Unabhéngigkeit insbesondere vom Vorzeichen von ¢ wird spéter noch an Beispielen
zu sehen sein sowie auch fiir die numerische Berechnung von Kriimmungen ausgenutzt.

Im Rahmen der Diskretisierung des Modells ist auch die Wahl des Potentials V;, das die
Unordnung beschreibt, auf den L Pldtzen festzulegen. Dazu werden Zufallszahlen aus dem Be-
reich [-W : W] verwendet, die unabhingig voneinander fiir jeden Gitterplatz gewéhlt werden.
Die Verteilung, mit der die Zufallszahlen gezogen werden, ist ein Kasten, wie in Abbildung 4

dargestellt ist.

3.3 Unterschiede zwischen dem kontinuierlichen und dem diskreten Modell

Das nun entstandene diskrete Modell weist ein paar wesentliche Unterschiede gegeniiber dem
kontinuierlichen Ansatz auf, die hier kurz angesprochen werden sollen. Das ist insbesondere
notwendig, um die Parameter des Modells richtig zu interpretieren.

Die in Gleichung (12) eingefiihrte Lingenskala a, auf die sich die Diskretisierung bezieht, wur-
de stets als fest angenommen. Insbesondere tritt sie in Form des auf Eins gesetzten Parameters
F als Konstante in der Energieskala in Gleichung (19) auf. Das bedeutet, dafl unterschiedliche
L im diskreten Modell als unterschiedliche Ringgréflen R interpretiert werden miissen, nicht
jedoch als unterschiedliche Auflésung des diskreten Modells.

Im kontinuierlichen Fall gibt es beliebig hoch angeregte Zustédnde, da der Impuls und damit
die kinetische Energie des Teilchens beliebig hohe Werte annehmen kann. Nach der Diskretisie-
rung bleiben jedoch nur noch L Energiezustédnde iibrig also insbesondere nur noch endlich viele,
weil die kinetische Energie durch die Diskretisierung beschriankt wird. Das somit entstandene
Energie-,band* aus einer endlichen Anzahl von Zusténden ist aber ein durchaus erwiinschter Ef-
fekt, da im Festkorper aufgrund der Gitterperiodizitit ebenfalls Energiebénder auftreten. Diese
besitzen dort tatséchlich eine kontinuierliche Zustandsdichte, weil es sich um makroskopische
Systeme handelt.

Die voneinander unabhingige Wahl des Potentials fiir jeden Gitterpunkt fithrt ebenfalls
zu einer deutlichen Abweichung vom kontinuierlichen Problem. Insbesondere kann man keinen
Grenziibergang zu beliebig feiner Auflosung mittels Verkleinerung der Léngenskala a bei fester
RinggroBe R durchfiihren, ohne eine Korrelation zwischen benachbarten Potentialwerten im dis-
kreten Modell einzufiihren. Das wird hier jedoch nicht weiter diskutiert, denn der urspriingliche
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3.4 Magnetischer Fluf3 als Randbedingung

kontinuierliche Ansatz sollte vor allem der Motivation des Modells dienen. Die Arbeiten [38, 39]
zeigen jedoch, dafl man diesen Unterschied nicht vernachlissigen darf.

3.4 Magnetischer Fluf3 als Randbedingung

Der Hamiltonoperator fiir ein Teilchen im Ring lautet nach der Diskretisierung

L-1

Hi =3 (VI — 1+ 141 = 0 (1 + 1) (22)

=0

Dabei ist das Hiipfelement ¢ eine komplexe Zahl mit Betrag 1. Man kann nun untersuchen, wie
sich der Hamiltonoperator unter Variation der Phase der Wellenfunktion transformiert. Dazu
kann man den Hamiltonoperator in einer neuen Basis schreiben. Speziell seien hier die Zusténde
{|0)} betrachtet, die aus der urspriinglichen Basis gebildet werden gem#$

1) = th1). (23)

In dieser Basis wird der Hamiltonoperator zu

L

M= 3 VD i - i( F1 QA+
=0

l

|
—

1)) = t4j0) (L — 1] = +*|L — 1) (0] (24)

Il
o

In der gewéhlten Basis {|/) } tritt der magnetische Fluf} also nur noch in den Ubergangselementen
L und t*I zwischen dem Platz 0 und dem Platz L — 1 auf. Durch Verwendung der Basis

)y  falls [ <m
l) = - 25
’=> { t=L|1)  sonst (25)
148t sich durch verschiedene ganzzahlige m = 0,...,L — 2 auch jede andere Position im Ring

als Position der Ubergangselemente t~ und ¢** einstellen.

Die Eigenenergien des Systems, die natiirlich unabhéngig von der gewihlten Basis der Wel-
lenfunktionen die Eigenwerte des Hamiltonoperators sind, sind somit statt von ¢ und ¢* nur von
tL und t*© abhingig, die direkt als Exponentialfunktionen geschrieben werden kénnen:

t* = exp{2mi¢}, (26a)
t*F = exp{—2mip} . (26b)

Daraus folgt sofort die Periodizitit mit der Periode 1 der Eigenenergien des Systems als Funktion
von ¢, also des magnetischen Flusses ¢ mit der Periode g, dem magnetischen Fluflquant.

3.5 Einteilchenenergieniveaus als Funktion des magnetischen Flusses

Die Abbildung 5 zeigt an Beispielen das typische Verhalten der Energieniveaus eines Rings mit
L = 25 Platzen als Funktion des im Ring eingeschlossenen magnetischen Flusses ¢ bei unter-
schiedlich starker Unordnungsstérke W. Man erkennt deutlich die Periodizitét im magnetischen
FluB ¢ fiir Vielfache des magnetischen FluBquants ¢g, weshalb sich fiir ¢ = ¢/p die Periode
1 ergibt. Auch die Symmetrie um ¢ = 0 und damit auch um ¢ = n mit ganzzahligen n ist klar
erkennbar, sowie die daraus auch direkt folgende Symmetrie beziiglich ¢ =n + 1/2.
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3.5 Einteilchenenergieniveaus als Funktion des magnetischen Flusses

W =0 W =05 W=1

2t 12t 12t .

0500 05 10 1,5 -0500 05 10 1,5 -0,5 00 0,5 1,0 1,5
¢ ) )

Abbildung 5: Beispiele der Abhéingigkeit der Energieniveaus €, vom magnetischen Flufl ¢ bei zunehmender
Unordnungsstiarke W fiir ein Teilchen auf einem Ring mit 25 Plitzen anhand jeweils einer zufilligen Realisierung
der Unordnung.

Der in Abbildung 5 links dargestellte Fall ohne Unordnung kann sehr einfach analytisch
bestimmt werden. Der Hamiltonoperator und die Schrédingergleichung lauten in diesem Fall

L—1

Hi=— (t+ 10+ +1]), (27a)
=0

ﬂ1|¢a> = 5a|72)a> . (27b)

Die Lésung sind ebene Wellen und man erh&lt

(Iltha) o exp{ikal}, (28a)
2, = —2cos (%Tqﬁ 4 ka> , (28b)

wobei die Wellenzahl k, der Zustdnde o = 0,...,L — 1 gegeben ist durch

ko = 2%04. (29)
Die Gleichungen werden zwar auch durch beliebige andere ganzzahlige o gelost, jedoch entste-
hen aufgrund der Periodizitiit der auftretenden Funktionen beim Ubergang o — a 4+ mL mit
ganzzahligen m keine weiteren Losungen. Zudem mufl man bei der analytischen Losung des un-
ordnungsfreien Falls beachten, dafl die Eigenenergien &, nicht nach steigender Energie sortiert
sind. Insbesondere ist die auftretende zweifache Entartung fiir ¢ = 0, wie sie in Abbildung 5
im links dargestellten Fall ohne Unordnung zu sehen ist, nicht durch benachbarte k, gegeben,
sondern als direkte Folge der Ringsymmetrie durch Paare k, und k_, = —k,.
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3.6 FEinteilchenzustandsdichte

Abbildung 6: Skizze zur Aufhebung der Entartung von Zustdnden durch die von der Unordnung erzeugte
Kopplung.

In der Mitte und rechts in Abbildung 5 sind die Energieniveaus als Funktion des Flusses bei
je einer Beispielrealisierung der Unordnung mit zunehmender Unordnungsstéirke W gezeigt. Die
Energieniveaus werden durch die Unordnung geglittet und die Entartungen, die ohne Unord-
nung auftreten, werden aufgehoben. Dieses typische Verhalten kann man erkldren, wenn man
beriicksichtigt, dal das Potential im allgemeinen zu einer Kopplung entarteter Eigenzustédnde
ohne Unordnung fithrt. Dazu betrachtet man den Hamiltonoperator H; in der Basis zweier
entarteter Eigenzustdnde ohne Unordnung. Die Kopplung dieser zwei Zustédnde fithrt im Hamil-
tonoperator zu Nichtdiagonalelementen &.

(o€
m=(75,) (30)

Die Eigenenergien sind entsprechend der zeitunabhéngiger Schrodingergleichung die Eigenwerte
des Hamiltonoperators. Im Fall ohne Unordnung (£ = 0) ergeben sich also die fiir dieses einfache
Beispiel angesetzten Funktionen ¢ und —¢, die bei ¢ = 0 entartet sind. Mit endlicher Kopplung
¢ erhilt man die Hyperbeln v/¢2 + [€[2 und —+/¢2 + [€]2. In Abbildung 6 ist dieses Verhalten
skizziert. Eine wesentliche Erkenntnis hieraus ist, dal die Energieniveaus nach der Einfiihrung
einer Kopplung nicht mehr entartet sind, sich also als Funktion des Flusses nicht mehr beriihren
oder kreuzen.

3.6 Einteilchenzustandsdichte

Um nachfolgend die Einteilchenkriimmungen als Funktion der Energie und spéter auch die
Kombinationen von Einteilchenzustinden zu wechselwirkungsfreien Zweiteilchenzusténden dis-
kutieren zu konnen, ist es notwendig, einige Eigenschaften der Einteilchenzustandsdichte zu-
sammenzutragen. Dazu sind in Abbildung 7 Beispiele fiir Zustandsdichten bei unterschiedlicher
Unordnungsstirke im Mittel iiber sehr viele Realisierungen der Unordnung dargestellt. Die Zu-
standsdichten wurden numerisch bestimmt, indem das Eigenwertproblem, welches die diskreti-
sierte Schrodingergleichung definiert, im Fall ohne eingeschlossenen magnetischen Flul ¢ und
mit Zufallszahlen fiir das Unordnungspotential, gelost wurde. Die dazu notwendige Berechnung
der Eigenwerte erfolgte mittels mathematischer Standard-Bibliotheken.

Im Fall ohne Unordnung kann man die Zustandsdichte aus der analytischen Losung nach
Abschnitt 3.5 bestimmen und erhélt

#2 falls |e] <2
o1(e) =4 2m/1=(5) (31)
0 sonst



3.6 FEinteilchenzustandsdichte
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Abbildung 7: Zustandsdichten fiir ein Teilchen im Ring mit 100 Platzen und unterschiedlicher Unordnungsstérke
W . Die Kreuze sind numerische Ergebnisse im Mittel iiber 100 000 Realisierungen der Unordnung und die durch-
gezogenen Linien sind die im Text besprochenen Approximationen fiir Grenzfille sehr kleiner und sehr grofier
Unordnung. Die fiir kleine Unordnung in der Mitte des Spektrums zu erkennenden Abweichungen sind Folge der
endlichen Systemgréfie kombiniert mit hoher energetischer Auflésung und geringer Unordnungsstarke. In diesem
Fall wird ndmlich die diskrete Zustandsdichte des unordnungsfreien Falls unzureichend gegléttet.

Dabei wurde vorausgesetzt, dafl die Energie eine Funktion einer reellen Zustandsnummer « ist.
Fiir natiirliche Zustandsnummern « ist die Zustandsdichte eine Summe von Delta-Funktionen,
deren Dichte entsprechend variiert, wahrend bei kontinuierlicher Betrachtung eine Mittelung
iiber die Delta-Funktionen entsteht. An den Réndern des Spektrums bei |¢| = 2 treten van Hove
Singularitdten in der Zustandsdichte auf.

Wie in Abbildung 7 anhand der eingezeichneten gestrichelten Kurve im Fall kleinerer Unord-
nung dargestellt ist, ist dieser im Grenzfall analytisch gegebene Ausdruck fiir die Zustandsdich-
te eine gute Approximation im Fall kleiner Unordnung. Insbesondere fiihrt die Unordnung im
Mittel iiber viele Realisierungen zu einer Verschmierung der Delta-Funktionen in der Zustands-
dichte, genau wie es bei der analytischen Lésung auch angesetzt wurde. Abbildung 7 zeigt, dafl
diese Tendenz bei groBerer Unordnung zu einer immer weiteren Gléttung der Zustandsdichte
fihrt. Gleichzeitig werden die Rénder im Spektrum, bis zu denen Zustinde auftreten, nach
auflen verschoben. Da die kinetische Energie aufgrund der Diskretisierung in immer gleicher
Weise beschriankt bleibt und einen Beitrag |¢| < 2 zur Bandbreite liefert, und gleichzeitig die
potentielle Energie durch die Unordnungsverteilung geméfl Abbildung 4 betragsméflig durch W
begrenzt ist, ergibt sich fiir die Bandbreite eine Abschitzung nach oben durch 4 4+ 2W. Im Fall
groBer Unordnung wird durch die zunehmend gleichméflige Verteilung der Zusténde innerhalb
dieses Bereiches eine Approximation der Zustandsdichte durch einen Kasten der Breite 4 + 2W
und einer Hohe L /(44 2W), die aus der Normierung auf die Anzahl der Zustéinde L gegeben ist,
recht gut. Allein die Rénder des Spektrums werden natiirlich nicht so gut wiedergegeben. Bei
starker Unordnung wird also die Energieabhéngigkeit der Zustandsdichte vergleichsweise gering.
In weiten Bereichen kann der mittlere Niveauabstand A; deshalb energieunabhéngig durch die
N#hrungsformel

44 2W

abgeschétzt werden.
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3.7 Einteilchenkriimmungen

Abbildung 8: Ubersichtsdarstellung der Verteilungen P(In|c|) der Kriimmungen c fiir ein Teilchen im Ring mit
100 Plédtzen bei unterschiedlicher Unordnungsstirke W im Mittel iiber 100 000 Realisierungen der Unordnung.
3.7 Einteilchenkriimmungen

Als Kriimmungen ¢, von Energieniveaus &, bezeichnet man deren zweite Ableitung nach einem
dufleren Parameter, in diesem Fall dem magnetischen Fluf} ¢:
D%e,,
Co = = -
0¢ $=0

(33)

Wie in Anhang A vorgefiihrt wird, kann man durch eine storungstheoretische Rechnung zweiter
Ordnung im magnetischen Flufl ¢ diese zweite Ableitung aus den Eigenenergien und Eigen-
zustéinden ohne magnetischen Flufl berechnen. Damit kann man die Kriimmungen numerisch
ermitteln, indem man das Eigenwertproblem, welches die Schrédingergleichung definiert, fiir
¢ = 0 16st und gemédfl Anhang A die Kriimmungen berechnet. Neben den Eigenwerten wie bei
der Berechnung der Zustandsdichte im vorherigen Abschnitt miissen dazu auflerdem die Eigen-
vektoren bestimmt werden, was ebenfalls mit numerischen Standard-Bibliotheken geschieht. Die
so erhaltenen Ergebnisse kann man wiederum iiber viele Realisierungen der Unordnung mitteln.
Abhé#ngig von der energetischen Position im Spektrum € ergeben sich Wahrscheinlichkeitsdichten
P(In |¢|), wie sie in den Ubersichtsdarstellungen in Abbildung 8 dargestellt sind.

In Abbildung 9 hingegen sind einige Bespiele dieser Verteilung P(ln |c|) bei festen Positio-
nen F im Spektrum gezeigt. Daraus konnen typische Kriimmungen ermittelt werden, die das
mittlere Verhalten unabhéngig von einer speziellen Wahl der Unordnung zusammenfassen und
somit allgemeine Aussagen im Unordnungsmittel zulassen. Das Verfahren, welches dazu hier
im folgenden diskutiert und anschlieffend verwendet wird, hat sich nicht nur im Einteilchenfall
bewéhrt, sondern kann aus den gleichen Griinden wie hier spéter auch fiir zwei Teilchen mit
Wechselwirkung angewendet werden.

Aus Stabilitdtsgriinden wird bei der Bestimmung typischer Kriimmungen stets das Maxi-
mum einer in ihren Parametern durch Minimierung der Fehlerquadrate optimal angepaflten
GauBkurve an die Verteilung P(In |¢|) verwendet. Damit erhélt man einen Mittelwert, der mit
(In|c|) bezeichnet wird und der gegeniiber einer einfachen arithmetischen Mittelwertbildung
ln—]c] oder auch H schon fiir deutlich weniger Realisierungen der Unordnung numerisch gut re-
produzierbar ist. Typische Werte der Kriimmung selbst erhélt man aus dieser Mittelwertbildung
durch
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3.7 Einteilchenkriimmungen
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Abbildung 9: Verteilungen P(In|c|) fiir ein Teilchen im Ring mit 100 Plidtzen bei unterschiedlicher Unord-
nungsstédrke W im Mittel iiber 100 000 Realisierungen der Unordnung. Die dreieckigen Symbole ergeben sich bei
Mittelung tiber Energien E zwischen —1,8 bis —1,6 des Spektrums, die Rauten fiir —1 bis —0,8 und die Qua-
drate fiir —0,2 bis 0. Die durchgezogenen Linien sind Gaufiverteilungen mit Argument In |c|, die in Mittelwert
und Breite durch Minimierung der Summe der quadrierten Differenzen zwischen Punkten und Verteilungskurve
bestmdglich angepaBt wurden. Die Kreuze in der rechten Abbildung (bei groBerer Unordnungsstiirke) sind die
Dreiecke aus der linken Abbildung (geringere Unordnungsstérke).

cryp = exp{(Infc|)}. (34)

Neben dem typischen Wert fiir die Kriimmungen variiert auch die Verteilung der Kriitmmun-
gen. Die gute Approximation der Kriimmungsverteilung im wechselwirkungsfreien Anderson-
Modell durch eine Gaulkurve bei starker Unordnung im somit lokalisierten Bereich ist bereits
eingehender untersucht worden [57] und konnte auch analytisch gezeigt werden [58]. Im diffusi-
ven Bereich hingegen ist die Systemgrofle kleiner als die Lokalisierungsléinge, aber immer noch
grofer als die mittlere freie Wegliéinge. Dann ergibt sich ein Verhalten [57, 59, 60], das gut durch
eine aus der Betrachtung von Zufallsmatrizen erhaltenen Form [61] approximiert wird. Im bal-
listischen Bereich schliefflich ist die Systemgrofle sogar kleiner als die mittlere freie Wegléinge,
was wiederum eine andere Kriimmungsverteilung liefert [62]. Auch fiir den kritischen Fall am
Metall-TIsolator-Ubergang gibt es einen Vorschlag fiir die Form der Verteilung [19]. Auf diese
Diskussion der Verteilungen wird in Kapitel 6 im Detail eingegangen.

Die hier verwendete Mittelungsprozedur zur Bestimmung der typischen Kriimmungen ist in
Zusammenspiel mit der Verteilung der Kriimmungen jedenfalls nicht Ursache fiir die Verédnde-
rung des Mittelwerts, wie sie spéter untersucht werden, denn bereits im ersten Moment der
Verteilung der Logarithmen der Kriimmungen' tritt dieser Effekt deutlich auf. Unterschiedliche
getestete Methoden zur Bestimmung der typischen Kriimmungen, sowohl einfache arithmetische
Mittel wie auch verschiedene Approximationsfunktionen, haben qualitativ stets zu dem selben
Verhalten gefiihrt. Einzig die Absolutwerte der typischen Kriimmungen hingen vom gewé#hlten
Verfahren der Mittelwertbildung ab, so dafl die qualitativen und — bis auf fiir die diskutierten
Eigenschaften nicht weiter wesentliche Nuancen — auch die quantitativen Effekte der nachfol-
genden Untersuchungen unabhéngig von dieser speziellen Wahl der Mittelungsprozedur sind.
An den entsprechenden Stellen, wo Absolutwerte der typischen Kriimmungen explizit in die

Das gilt auch bereits fiir die Kriitmmungen selbst, allerdings werden solche Mittelwerte nur nach sehr aufwen-
digen Unordnungsmitteln numerisch einigermaflen stabil.
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Abbildung 10: Typischen Kriimmungen als Funktion der Energie der Zustdnde E fiir ein Teilchen im Ring mit
100 Pldtzen bei unterschiedlicher Unordnungsstéirke W im Mittel iiber 100 000 Realisierungen der Unordnung.

Diskussion einbezogen werden, wird auf dieses Problem ihres von der Bestimmungsmethode ein
wenig abhingigen Absolutwertes jedoch nochmals hingewiesen.

In Abbildung 10 sind diese typischen Kriimmungen cyy, fiir verschiedene Unordnungsstirken
aufgetragen. Dabei ist offensichtlich, daf§ die Kriimmungen durch stérkere Unordnung deutlich
verringert werden sowie in der Bandmitte ein Maximum besitzen. Aufgrund der schon disku-
tierten Aufhebung der Entartung durch Unordnung kann man fiir schwache Unordnung eine
Approximation der typischen Kriimmungen angeben. Nimmt man an, dafl bei der Aufthebung
der Entartung durch Unordnung, wie im vorhergehenden Abschnitt 3.5 beschrieben, die Kopp-
lung € zwischen den Niveaus im Mittel nicht von den betrachteten Zustdnden abhéngt, kann
man die auftretende Kriimmung aus dem Anstieg im Fall ohne Unordnung ermitteln. Danach ist
die Kriimmung proportional zum Quadrat des Anstiegs der Energieniveaus. Der Anstieg selbst
ist, wie aus der analytischen Losung (28b) ablesbar, sinusférmig mit der Zustandsnummer ver-
kniipft, weshalb gilt

c§§g°(a) o sin? (7‘(’%) . (35)

Auf der linken Seite in Abbildung 11 wurde dabei eine Auftragung gegeniiber der Zustands-
nummer « gewahlt, weil man auf diese Weise direkt die hervorragende Qualitdt dieser einfachen
Approximation erkennt. Einzig die beiden Zustéinde genau in der Mitte des Spektrums scheinen
dem Zusammenhang nicht zu gehorchen. Dies tritt in dieser Weise aber nur fiir geradzahlige
RinggroBen L auf. Ursache ist die spezielle Form der beiden beteiligten Zusténde, deren Ent-
artung in diesem Fall aufgehoben wird. An der Entartungsstelle ¢ = 0 kann man die Zustinde
ohne Unordnung ndmlich statt als Exponentialfunktionen auch in einer anderen Linearkombina-
tion als einen Sinus und einen Cosinus schreiben, die abwechselnd auf jedem zweiten Gitterplatz
verschwinden. Fiihrt man nun die Wechselwirkung in Form einer Stérungstheorie ein, verschin-
det deshalb die Korrektur der Eigenenergien dieser beiden Zustédnde in erster Ordnung. Die
Kopplung der Zusténde durch eine Unordnung ist deshalb geringer und die Kriimmungen ent-
sprechend grofier.

Rechts in Abbildung 11 wurde statt der Auftragung iiber der Zustandsnummer « eine Auf-
tragung iiber der Energie € im Spektrum gewéhlt. Die Umrechnung erfolgt mittels der Zustands-
dichte nach Gleichung (31) und es entsteht

23



3.7 Einteilchenkriimmungen

4 T T T T 4 T T T T T
X X
3t . 3t .
o o
g2l 1 &2r 1
() Q
1F . 1F .
0 1 1 1 1 0 1 1 1
0 20 40 60 80 100 -2 -1 0 1 2
a €

Abbildung 11: Vergleich der typischen Kriimmungen (Kreuze) mit theoretischen Abschitzungen (durchgezogene
Linien) fiir den Fall geringer Unordnung W = 0,1 im Ring mit 100 Plidtzen im Mittel iiber 100 000 Realisierungen
der Unordnung. Links ist eine Auftragung gegeniiber der Nummer der Zustdnde « und rechts gegeniiber der
Energie ¢ im Spektrum zu sehen. Die Abweichungen in der Mitte des Spektrums treten nur fiir geradezahlige
Ringgréflen auf und werden im Text ndher erldutert.

cleo(e) o 1 — (%)2 - (36)

Die angegebenen Abschétzungen fiir das Verhalten der typischen Kriimmungen sind im Fall
kleiner Unordnung sehr gut. Die Abschétzung als Funktion der Zustandsnummer ist fiir Einteil-
chenlokalisierungsléingen grofier der Systemgrofie gut. Als Funktion der Energie im Spektrum
darf zudem die absolute Unordnungsstirke W nicht zu grofl werden, da sonst die eingehende
Approximation der Zustandsdichte nach Gleichung (31)schlecht wird, wie schon anhand der
Abbildung 7 gezeigt wurde.

In Abbildung 11 links ist zudem klar zu sehen, daf§ fiir schwache Wechselwirkung die ohne
Unordnung entarteten Zustidnde deutlich als Paare erhalten bleiben. Das Vorzeichen zweier sol-
cher ohne Unordnung entarteter Zustédnde ist dabei generell verschieden. Der untere der beiden
Zusténde eines solchen Paares hat dabei stets eine negative Kriimmung, der obere hingegen
positive Kriilmmung. Das ist aufgrund der Authebung der Entartung entsprechend Abbildung 6
auch zu erwarten. Nicht so naheliegend ist hingegen, dafl dieses alternierende Vorzeichen der
Kriimmungen als Funktion der Nummer des Zustandes beginnend mit einem positiven Vorzei-
chen fiir den Grundzustand fiir jede beliebige Realisierung der Unordnung auftritt und nicht nur
im Grenzfall kleiner Unordnung. Das ist von erheblicher Bedeutung fiir die Kombination solcher
Kriimmungen zu Mehrteilchenzustdnden, weil es eine gleichméfige Verteilung der Vorzeichen
der Kriimmungen im gesamten Spektrum impliziert.

Um dieses alternierende Vorzeichen der Kriimmungen als Funktion der Nummer des Zu-
standes zu erkldren, mufl man fiir dieses eindimensionale System fiir eine beliebige Unordnung
zunéchst zeigen, dafl die erste Ableitung der Energieniveaus ¢, nach dem magnetischen Fluf} ¢
genau fiir die Félle ganzzahliger 2¢ verschwindet. Das wird im einzelnen in Anhang B vorgefiihrt.
Betrachtet man also ein Energieniveau im Bereich zwischen ¢ = 0 und ¢ = 1/2 bei beliebiger
Unordnung, liegt Maximum und Minimum des Energieniveaus als Funktion von ¢ stets an den
Réndern, da nur hier die ersten Ableitungen nach dem Flufl verschwinden. Laf3t man eine sol-
che beliebige Unordnung nun in Gedanken gegen Null gehen, miissen sich die Energieniveaus
kontinuierlich dem Fall ohne Unordnung anndhern, da die Energieniveaus als Eigenwerte des
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3.7 Einteilchenkriimmungen

Hamiltonoperators stetig von den Matrixelementen und somit auch der Unordnung abhéngen.
Bei einer solchen Variation der Unordnung miissen nun Maximum und Minimum des Energie-
niveaus immer an den Réndern des Bereiches ¢ = 0 bis ¢ = 1/2 liegen und diirfen auch nicht
vertauschen oder den gleichen Wert annehmen, denn das wird durch die generelle Forderung,
daB die erste Ableitung innerhalb des Bereiches 0 < ¢ < 1/2 ungleich Null sein muf, verhin-
dert. Damit muf natiirlich auch das Vorzeichen der zweiten Ableitung bei ¢ = 0 und ¢ = 1/2,
das bestimmt, ob ein Minimum oder ein Maximum vorliegt, erhalten bleiben, wenn man die
Unordnung gedanklich gegen Null gehen 148t. Als weitere Folge der Aufthebung der Entartung,
die das Vorzeichen der Kriimmung im Grenzfall beliebig kleiner Unordnung festlegt, ist das
Vorzeichen demnach auch fiir eine beliebige Realisierung der Unordnung allein aus der Nummer
des Zustandes bestimmt.

Von diesem soweit also sehr gut verstédndlichen Grenzfall kleiner Unordnung ausgehend,
werden bei stéirkerer Unordnung die Kriimmungen deutlich kleiner, wie es schon in Abbildung 10
gezeigt wurde. Zudem entstehen an den Réndern des Spektrums bei starker Unordnung immer
mehr Zustdnde mit extrem kleinen Kriimmungen, da in den dann sehr groflen Potentialmulden
einzelne Zustédnde lokalisieren.

Auch den Betrag der in der Mitte des Spektrums auftretenden typischen Kriimmungen kann
man von der Gréflenordnung her angeben. Kennt man die Einteilchenlokalisierungsléinge L1, wie
sie in fritheren Arbeiten diskutiert wurde [13] und abgeschétzt werden kann durch
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L1%m,

(37)
kann man einen funktionalen Zusammenhang zwischen Unordnungsstirke W, Systemgrofie L
und maximalen typischen Kriimmungen cpay, die in der Mitte des Spektrums auftreten, an-
geben. Da die Wellenfunktionen fiir L1 < L mit exp{—I/L1} entlang der Systemkoordinate
[ abfallen, und die Kriimmungen den Einflufl einer Randbedingung messen, der entsprechend

genauso klein wird, entsteht

LW?
Cmax OC €XP {— % } ) (38)

Die Festlegung der Propotionalitéitskonstante ist allerdings nur grob moglich, indem man die
groBtmoglichen Kriimmungen abschétzt. Zwar 148t sich die Aufhebung der Entartung nicht
richtig erfassen, aber die bei etwas grofleren Unordnungen entstehenden glatten Niveaus (siehe
Abbildung 5) kann man in den Fall ohne Unordnung extrapolieren und durch einen Cosinus
nihern. Die Amplitude ist dabei durch den mittleren Niveauabstand A; gegeben und durch
Gleichung (32) approximiert. Es entsteht

e(¢) = Ay cos(2mp) = A+ 2

cos(2m¢) . (39)

Die Kriimmung dieses idealisierten Zustandes wird als Abschitzung fiir die Proportionalitéits-
konstante im Fall ohne Unordnung verwendet und es folgt

(40)

Cmax & 4T

L4+ 2W LW?2
— X — .
i3 P 25
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3.8 Symmetrie im Spektrum
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Abbildung 12: Vergleich der Abschéitzung der typischen Kriimmungen in der Mitte des Einteilchenspektrums als
Funktion der Unordnungsstéirke W (durchgezogene Linie) mit den typischen Kriimmungen, die sich bei Mittelung
iiber das Energieintervall [—0,5 : 0,5] und 1000 Realisierungen der Unordnung im Ring mit 100 Plitzen ergeben
(Kreuze).

In Abbildung 12 wurde diese Abschitzung mit dem tatsdchlichen Verhalten verglichen. Die
Ubereinstimmung ist wie erwartet fiir nicht zu kleine Unordnung recht gut. Sowohl die GréBen-
ordnung als auch die Abh#ngigkeit von der Unordnungsstirke wird im wesentlichen richtig
erfafit.

3.8 Symmetrie im Spektrum

Im Mittel iiber viele Realisierungen der Unordnung ergibt sich, wie viele der bisherigen Abbil-
dungen schon andeuteten, eine Symmetrie beziiglich des Vorzeichens der Energie im Spektrum.

Zunichst ist offensichtlich, dal eine Verénderung aller Vorzeichen im Hamiltonoperator, also
in der Matrix Hi, zu einem Vorzeichenwechsel in der Energie fithrt. Im Mittel tiber viele Unord-
nungsrealisierungen ist der Vorzeichenwechsel in der Diagonale der Matrix H; unerheblich, da
dort die Zufallszahlen aus der beziiglich des Vorzeichens symmetrischen Verteilung P(V;) nach
Abbildung 4 stehen. Demnach ist es vollig gleichgiiltig, ob man das Vorzeichen in der Diagona-
le wechselt oder nicht. Der Vorzeichenwechsel in der Energieskala ist also dquivalent mit dem
Vorzeichenwechsel der Nichtdiagonaleintréige ¢ nach Gleichung (21), wie er beispielsweise durch
einen zusitzlich eingeschlossenen magnetischen Flu§ L/2 in Einheiten des magnetischen Fluf-
quants entstehen wiirde. Im Fall geradzahliger L ist dies jedoch aufgrund der Periodizitdt des
Spektrums bei Anderung des eingeschlossenen magnetischen Feldes um Vielfache des magne-
tischen FluBlquants dquivalent mit dem urspriinglich eingeschlossenen magnetischen Fluf. Das
Spektrum verdndert sich demnach iiberhaupt nicht durch den Vorzeichenwechsel und folglich
ist das Spektrum im Mittel iiber viele Realisierungen der Unordnung symmetrisch beziiglich
E = 0. Fiir ungeradzahlige L folgt entsprechend eine Symmetrie zum Spektrum fiir den Fall
eines um ein halbes Flulquant verschobenen eingeschlossenen magnetischen Flusses.

Auch die Verschiebung des magnetischen Flusses um ein halbes FluBquant veréndert das
Spektrum im Unordnungsmittel abgesehen von kleinen Effekten aufgrund der Diskretisierung
nicht weiter. Die analytische Losung ohne Unordnung aus Abschnitt 3.5 zeigt wie auch Abbil-
dung 5, daf} die Lage der Niveaus zueinander im Fall ohne Unordnung durch die Verschiebung
nicht veréndert wird. Die Kopplung der Zustdnde durch Unordnung unterscheidet sich deshalb
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3.8 Symmetrie im Spektrum

im Mittel iiber verschiedene Unordnungsrealisierungen nicht. Abgesehen vom Vorzeichen der
Ableitung nach dem magnetischen Fluf} ist die Verschiebung anhand eines Energieniveaus nicht
mehr beobachtbar. Fiir ausreichend grofie Unordnungen W und Ringgréfien L, wie sie hier be-
trachtet werden, ist die Nummer « eines Zustandes im Spektrums anhand seiner Energie g,
jedoch nicht mehr identifizierbar. Somit enthalten spektrale Auftragungen von Grofien keine
Informationen mehr {iber die Verschiebung des magnetischen Flusses um ein halbes FluBquant.
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4 Zwei Teilchen ohne Wechselwirkung

4.1 Eigenzustinde und Eigenenergien ohne Wechselwirkung

Im Fall ohne Wechselwirkung ergeben sich Mehrteilchenhamiltonoperatoren als Summe von
Einteilchenhamiltonoperatoren. Fiir zwei nichtwechselwirkende Teilchen folgt

Ho=H1®1+10Hs, (41)

wobei das Unordnungspotential in den Einteilchenhamiltonians H; fiir beide Teilchen identisch
gewihlt wird. Die Losung dieses Problems ist sofort aus der Losung des Einteilchenproblems
gegeben, weil es keine Kopplung zwischen den Teilchen gibt. Aus der Losung der Schrodinger-
gleichung

Hila) = €altba) (42)

148t sich sofort die Zweiteilchenlosung konstruieren, denn es gilt einfach

Ha(|$a) ® [15)) = (ea + £6)([%a) ® [¥98)) = Eag(|ta) ® [¥)) - (43)

Insbesondere gilt also, daf die Energie eines Zweiteilchenzustindes E,g durch Summation von
Einteilchenenergien e, und €3 gebildet wird. Als Schreibweise werden fiir die Zweiteilchen-
zusténde

[V ¥8) = [Ya) @ [1p) (44a)

und die Wannier-Basis dieser Zustidnde
l1,12) = |l1) @ |l2) (44b)

eingefiihrt.

4.2 Symmetrisierung

Da die Teilchen ununterscheidbar sein sollen, wie beispielsweise zwei Elektronen, ist die Fest-
legung, dafl das eine Teilchen im Zustand %, und das andere Teilchen im Zustand g oder
umgekehrt ist, nicht moglich. In der einfachen Konstruktion im vorherigen Abschnitt 4.1 wurde
diesem Sachverhalt jedoch keine Beachtung geschenkt. Es héngt nun davon ab, was fiir eine Sta-
tistik der Teilchen man betrachten will, welche Art Symmetrie bei Vertauschung erfiillt werden
muf}. In der folgenden Arbeit werden symmetrische Ortswellenfunkionen betrachtet, wie sie bei-
spielsweise fiir Bosonen auftreten. Elektronen, die hingegen die Statistik von Fermionen erfiillen,
haben aufgrund des Pauli-Prinzips antisymmetrische Wellenfunktionen. Betrachtet man zwei
Elektronen mit antiparallelem Spin, ist bereits der Spinanteil der Wellenfunktion antisymme-
trisch, weshalb der Ortsanteil symmetrisch gewahlt werden muf. Im Fall einer symmetrischen
Spinwellenfunktion, also parallelen Spins, mufl der Ortsanteil hingegen antisymmetrisch sein.
Das bedeutet geméf3 einer typischen Formulierung des Pauliprinzips, dal die beiden Elektronen
bei parallelem Spin nicht im selben Zustand sein diirfen.

Zunichst kann man die Ortsbasis in symmetrische und antisymmetrische Anteile umschrei-
ben. Antisymetrische Ortswellenfunktionen kann man demnach aus
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4.3 Zustandsdichte ohne Wechselwirkung

1
V2
bilden, wohingegen symmetrische Ortswellenfunktionen aus

1

V2

11, 12)a = —=(ll1,l2) — l2, 1)) = —[la;l1)a (I1 #12) (45)

ll1,l2)s = —=(ll1,l2) + [la, lh)) = [l2,l1)s (I # l2) (46a)

und
1,0)s = |1,1) (46D)

entstehen.

Stellt man den Hamiltonoperator in der eben angegebenen Basis aus symmetrischen und
antisymmetrischen Ortswellenfunktionen dar, stellt man fest, daf§ es keine Eintrige fiir den
Ubergang zwischen antisymmetrischen und symmetrischen Anteilen gibt, denn man erhélt fiir
beliebige Kombinationen 1, 1s,13,14 stets

ol o[ Halls, a)s = (o0, la|Hallr, 1a)a) " = 0. (47)

Das bedeutet, dafl der Raum der Losungen in einen symmetrischen und einen antisymmetri-
schen Teil zerféllt. Auch eine Wechselwirkung zwischen den Teilchen, wie sie spéter hinzugefiigt
wird, dndert an dieser Tatsache nichts, weil sie nur die Diagonalelemente des diskretisierten Ha-
miltonoperators beeinflufit, hingegen aber keine neuen Ubergénge zwischen Zustéinden einfiihrt.

Da die Wechselwirkung, die spéter in der Arbeit eingefiihrt wird, in den meisten betrachten
Féllen eine sogenannte Hubbard-Wechselwirkung ist, die nur fiir den Fall, daf} sich die Teilchen
auf demselben Platz befinden, ihre Wirkung zeigt, kann man die Diskussion auf den Anteil
beschrianken, der von dieser Wechselwirkungsart {iberhaupt beeinflufit wird, ndmlich die sym-
metrischen Losungen. Schon Shepelyansky hat in seiner ersten Arbeit zum TIP-Problem [27]
diese Einschriankung damit gerechtfertigt, daf fiir antisymmetrische Wellenfunktionen bei mo-
difizierter Wechselwirkung qualitativ die selben Phidnomene auftreten sollten. Fiir den Einflufl
auf die Lokalisierungslénge wurde dies numerisch spéter auch genauer untersucht und bestétigt
[32].

Der Ubergang in den Unterraum symmetrischer Funktionen fithrt automatisch zu symme-
trischen Losungen der Schrodingergleichung. Unter Verwendung der bereits in Abschnitt 4.1
eingefiithrten Schreibweise fiithrt das zu

1

[Yasba)s = \/5(|¢a,¢6> + 198, %) = W tha)s  (h #12) (48a)
und
[Yas Ya)s = |Yas Ya) (48D)
so daf die Schrodingergleichung fiir die symmetrisierten Zustinde
Ha([ar Pp)s) = (€a +€p)[Whas ¥s)s = Bapltba, ¥p)s - (49)

lautet. Insbesondere hat die Symmetrisierung keinen Einflufl auf die Eigenenergien E,g der
Zusténde, die weiterhin einfach die Summen der Eigenenergien der zwei beteiligten Einteilchen-
zusténde €, und eg sind.
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4.3 Zustandsdichte ohne Wechselwirkung
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Abbildung 13: Zustandsdichte zweier nichtwechselwirkender Teilchen im Ring mit 100 Plétzen und unterschied-
licher Unordnungsstiarke W im Mittel {iber 100 000 Realisierungen der Unordnung.

4.3 Zustandsdichte ohne Wechselwirkung

In Abbildung 13 ist die Zweiteilchenzustandsdichte po(F) fiir einige Beispiele angegeben. Dazu
wurde das Einteilchenproblem wie in Abschnitt 3.6 gelost und durch Summation daraus die
Zweiteilchenenergien und ihre Zustandsdichte ermittelt.

Die eingezeichneten Approximationen erhélt man aus der in Abschnitt 3.6 diskutierten
Abschitzung fiir die Einteilchenzustandsdichte. Dazu mufl man lediglich feststellen, dafl fiir
eine gegebene Zweiteilchenenergie die moglichen beteiligten Einteilchenzustéinde durch die Be-
dingung gegeben sind, dafl die Summe der Einteilchenenergien €1 + ¢4 gleich der geforderten
Zweiteilchenenergie E sein muf}. Folglich ist die Zustandsdichte durch

L+l

02(E) 27,

/degl(e)gl (E—¢) (50)

bestimmt, was eine Faltung der Einteilchenzustandsdichte g; darstellt. Der Vorfaktor vor dem
Integral entsteht aufgrund der Einschrinkung auf symmetrische Zustédnde. Die Abschétzung der
Einteilchenzustandsdichte nach Formel (31) ergibt dann die eingezeichnete Approximation, die
im Fall kleiner Unordnung gut mit den Daten iibereinstimmt. Die Abschétzung der Einteilchen-
zustandsdichte im Fall grofer Unordnung durch einen Kasten fiihrt hingegen zu der fiir W =1
eingezeichneten Dreiecksform.

4.4 Kriimmungen ohne Wechselwirkung

Da die Eigenenergien der Zweiteilchenzustdnde die Summe aus Einteilchenzustédnden sind, gilt
dies wegen der Linearitédt der Ableitung auch fiir die Kriimmungen. In Abbildung 14 sind die ty-
pischen Kriimmungen, die somit im Zweiteilchenspektrum auftreten, an Beispielen dargestellt.
Dazu wurde das Einteilchenproblem wie in Abschnitt 3.7 gelést und durch Summation dar-
aus die Zweiteilchenenergien und -kriimmungen ermittelt. Anschliefend wurden die typischen
Kriimmungen genau wie in Abschnitt 3.7 durch den Maximalwert einer in ihren Parametern an
den Verlauf der Verteilung P(ln |¢|) angepafiten GauBverteilung bestimmt.

Die qualitative Form der Kurve und insbesondere das Minimum in der Mitte des Spektrums
wird bereits durch die einfachen Abschéitzungen fiir Zustandsdichte und Kriimmung der Einteil-

chenniveaus beschrieben. Allerdings mufl man dabei beachten, dafl die Einteilchenkriimmungen
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Abbildung 14: Typische Kriimmungen zweier nichtwechselwirkender Teilchen im Ring mit 100 Pldtzen und
unterschiedlicher Unordnungsstiarke W im Mittel tiber 100 000 Realisierungen der Unordnung.

bei der Summation zum Teil verschiedenes Vorzeichen haben. Da dieses Vorzeichen entspre-
chend der Diskussion aus Abschnitt 3.7 mit der Zustandsnummer alterniert, treten fiir die typi-
schen Zweiteilchenkriimmungen ¢y (F) Mittelwerte aus dem Betrag der Summe und dem Betrag
der Differenz mittlerer Einteilchenkriimmungen c;(¢) auf. Zusammen mit der entsprechenden
Zustandsdichte, die den Einflul der Einteilchenkriimmungen bei einer bestimmten Energie auf-
grund der Anzahl der Zustdnde dort angibt, entsteht somit

L+1

o(B) ~ o [ da@aE - o)(lal) +aE -+ laE@ ~aE-al). G

Der Vorfaktor vor dem Integral besteht aus mehreren Teilen. Zunéchst entsteht ein Faktor 1/2
aufgrund der notwendigen Mittelung der betragsméfiigen Summe und der betragsméfligen Dif-
ferenz der Einteilchenkriimmungen. Die Verwendung der Zustandssummen im Integral beachtet
zudem wiederum nicht, dafl nur symmetrische Zustdnde betrachtet werden, so dafl sich die
gleiche Korrektur wie in Gleichung (50) ergibt. Schliefflich ist die Wichtung der verschiedenen
Energiebereiche durch die Zustandssumme wieder zu korrigieren, weshalb im Vorfaktor noch
durch die Zweiteilchenzustandsdichte geteilt werden muf.

In Abbildung 15 ist die Abschétzung (51) unter Verwendung der Einteilchenapproximation
fiir ¢1(¢) nach Formel (36) mit dem in Abbildung 11 ermittelten Vorfaktor dargestellt. Wie zu
sehen ist, wird das numerisch ermittelte Verhalten durch Formel (51) recht gut wiedergegeben.

Zudem kann man das Verhalten der Zweiteilchenkriimmungen im hier betrachteten Fall ohne
Wechselwirkung qualitativ sehr gut verstehen. Wihrend die Rénder des Zweiteilchenspektrums
zwingend aus Einteilchenzusténden mit beiden Teilchen am selben Rand des Einteilchenspek-
trums gebildet werden, gibt es im Zentrum des Zweiteilchenspektrums mehr Moglichkeiten.
Finerseits kann hierfiir eines der Teilchen vom unteren Rand des Spektrums und das ande-
re Teilchen vom oberen Rand stammen. In so einem Fall treten typischerweise sehr kleine
Kriimmungen auf, denn es werden Zusténde von den Réndern des Einteilchenspektrums verwen-
det. Andererseits konnen natiirlich auch beide Zustdnde aus der Mitte des Einteilchenspektrums
stammen, wobei dann zwar sehr groflie Kriimmungen auftreten, die sich aber in der Hélfte der
Fille aufgrund der verschiedenen Vorzeichen wegmitteln. Betrachtet man hingegen Positionen
im Zweiteilchenspektrum zwischen diesen Punkten an den Bandenden und in der Mitte des
Spektrums, also fir Werte |E| ~ 2, so entstehen diese durch Kombinationen aus Einteilchen-
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Abbildung 15: Vergleich der typischen Kriimmungen (Kreuze) mit einer theoretischen Abschitzung (durchge-
zogene Linie) fiir den Fall geringer Unordnung W = 0,1 im Ring mit 100 Pldtzen und im Mittel iber 100 000
Realisierungen der Unordnung.

zustédnden, bei denen das eine Teilchen nah an einem Rand des Einteilchenspektrums ist und
das andere Teilchen im mittleren Bereich des Einteilchenspektrums. Dadurch treten fiir diese

Positionen grofiere typische Kriimmungen als in der Mitte des Zweiteilchenspektrums auf.
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5 Zwei Teilchen mit Wechselwirkung

5.1 Einfiihrung einer Wechselwirkung

Durch Einfithrung einer Wechselwirkung U zwischen den Teilchen wird der in Abschnitt 4.1
eingefithrte Hamiltonoperator erweitert zu

L—1 L—1
Ho=Hao+UD (LI =Hi@1+1@H1+U > |I,1){L1]. (52)
=0 =0

Die Wechselwirkungsenergie U tritt also in den Fallen auf, bei denen sich beide Teilchen auf dem-
selben Platz befinden. Dieser einfachste Fall einer Wechselwirkung ist vom Hubbard-Modell her
bekannt und wird deshalb als Hubbard-Wechselwirkung bezeichnet. Gegeniiber dem Hubbard-
Modell kann hier aber zusétzlich Anderson-Lokalisierung durch das Unordnungspotential in den
FEinteilchenhamiltonoperatoren H; auftreten. Untersuchungsgegenstand dieses TIP-Problems ist
der Einflul der Wechselwirkung auf das Einteilchenproblem.

5.2 Symmetrisierung des vollen Zweiteilchenproblems

Wie schon bei der Diskussion der Einschrinkung der Losung im Grenzfall ohne Wechselwirkung
auf einen Unterraum aus symmetrischen Ortswellenfunktionen in Abschnitt 4.2 angegeben, se-
pariert auch das Problem mit Wechselwirkung in einen symmetrischen und einen antisymmetri-
schen Anteil, wobei letzterer die Wechselwirkung iiberhaupt nicht enthélt und hier nicht weiter
untersucht werden soll.

Bei der Berechnung der Matrixelemente des Hamiltonoperators des Zweiteilchenproblems in
der symmetrisierten Basis ist eine Fallunterscheidung fiir die Basisanteile nach den Gleichun-
gen (46) notwendig, wobei fiir die Terme, die von Null verschieden sind, folgende Moglichkeiten

entstehen:

e Diagonaleintrige

s(lla l2|H2|l1)l2>S = ‘/21 + ‘/22 + U6l1,l2 (53&)

° l1—|—17£l2 undll#lg
s(lislo — 1 Ha|li, lo)s = —t (53b)
sl + 1,12 [Hally, l2)s = —t* (53c)

e /i +1=1Iyoderl; =1y

sl 1o — 1 Hally, lo)s = —V/2t (53d)
{1+ 1, 1| Hally, lg)s = —V/2t* (53e)
° ll%lg—i-lundll#lg
s{l1 — 1, 1o Hally, lo)s = —t (53f)
s(li, lo + 1 Ha|ly, lo)s = —t* (53g)
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5.2 Symmetrisierung des vollen Zweiteilchenproblems

Ringgrofle | Matrixgrofle | ,everest® | SP RZ Uni-Augsburg | SP2 LRZ-Miinchen

50 1275 1,2 min. 1,4 min. 3,6 min.
75 2850 6,9 min. 7,0 min. 18,3 min.
100 5050 26,0 min. 21,1 min. 54,9 min.
150 11325 125,0 min. 103,9 min. 269,3 min.
200 20100 373,3 min. 313,2 min. 864,0 min.

Tabelle 1: Beispiele fiir Rechenzeiten bei der Berechnung aller Eigenwerte der im TIP-Problem auftretenden
,sparse“-Matrizen mit dem Lanczos-Algorithmus [63]. Die GréBe der T-Matrizen, die man diesem Algorithmus
vorgeben mufl und die die Rechenzeiten sowie die Stabilitdt bei der Berechnung aller Eigenwerte erheblich be-
einflult, wurde 5 mal so grol wie die Matrixgrofle gewahlt. Die Maschine ,everest® ist eine 4-Prozessor IBM
Workstation des Institutes fiir Physik der Uni-Augsburg. Die Rechenzeiten ergeben sich fiir die Berechnung auf
einem der 332 MHz 604e-X5 Prozessoren. Fiir die Berechnung der Daten, die in dieser Diplomarbeit prasen-
tiert werden, stand dieser Rechner jedoch noch nicht zur Verfiigung. Die Maschine SP RZ Uni-Augsburg ist ein
Parallelrechner IBM SP mit 14 Knoten und die angegeben Rechnenzeiten erhélt man bei der Benutzung von
einem der 160 MHz P2SC Prozessoren. Die Maschine SP2 LRZ-Miinchen ist ein Parallelrechner IBM SP2 mit
77 Knoten und die angegebenen Rechenzeiten ergeben sich bei der Verwendung von einem der 67 MHz Power2
Prozessoren. Fiir die in dieser Diplomarbeit présentierten Daten wurden zu etwa gleichen Teilen die Rechner SP
RZ Uni-Augsburg und SP2 LRZ-Miinchen verwendet, wobei die Parallelarchitektur fiir die gleichzeitige Rechnung
mit verschiedenen Unordnungsrealisierungen ausgenutzt wurde. Der Gesamtaufwand lag bei mehreren tausend
CPU-Stunden.

e li=Ily+1oderl; =1y

sl — L1 Ho|l1, bo)s = —V/2t (53h)
s, o+ 1Mol o) s = —V/2t* (531)
Die Parameter /1 und /3 durchlaufen die Ringpositionen 0, ..., L—1. Die abkiirzende Schreibweise

fiir die Ringperiodizitéit mufl dazu neben der bereits eingefithrten Identitét |[L) = |0) um |—1) =
|L — 1) ergénzt werden.
Das Hiipfmatrixelement ¢, welches in den Nichtdiagonalelementen auftritt, ist das gleiche

wie beim Einteilchenproblem in Gleichung (21) und lautet

| = exp {%gb} . (54)

Fiir die numerische Losung dieses Problems in der symmetrischen Basis ist demnach die Dia-
gonalisierung einer Matrix mit L(L + 1)/2 Zeilen und Spalten notwendig. Fiir die Ringgrofie
L sollen verschiedene Werte in der GroBlenordnung von 100 Pliatzen verwendet werden, denn
bisherige numerische Arbeiten zum TIP-Problem, die bereits im Abschnitt 2.3 der Grundlagen
angesprochen wurden, zeigen, dafl solche Ringgréfien notwendig sind, um den Einflufl der Wech-
selwirkung auf die Lokalisierung der Teilchen deutlich beobachten zu kénnen. Im Fall solcher
besonders grofler Matrizen mit mehreren tausend Zeilen und Spalten miissen aus Speicherplatz-
und Rechenzeitgriinden spezielle Algorithmen fiir die Berechnung der Eigenwerte verwendet
werden, die ausnutzen, dafi die Matrizen sehr viele Nullen enthalten, also sogenannte ,,sparse®-
Matrizen sind. Eine etablierte Losung ist der Lanczos-Algorithmus, der in der Implementation
von Cullum und Willoughby [63] verwendet wurde. Damit lassen sich bereits auf einer Work-
station alle Eigenwerte fiir die gewiinschten Ringgréflen berechnen. Der Speicherbedarf liegt im
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5.3 Kriimmungen

Abbildung 16: Typische Kriimmungen mit Wechselwirkung U = 0,5 gegeniiber dem Fall ohne Wechselwir-
kung U = 0 bei unterschiedlicher Unordnungsstirke W in einem Ring mit 100 Pldtzen und Mittelung iiber 20
Realisierungen der Unordnung.

Bereich von einigen MegaByte und stellt keine wesentliche Einschrankung dar, denn der Zeit-
bedarf steigt erheblich schneller iiber die verfiigharen Grenzen. Die typischen Rechenzeiten fiir
eine einzelne Berechnung der Eigenwerte sind in Tabelle 1 aufgelistet.

5.3 Kriimmungen

Obwohl es auch moglich ist, einzelne Eigenvektoren mittels Lanczos-Algorithmus zu bestim-
men, wurde auf diese Moglichkeit aufgrund des groflien numerischen Aufwandes verzichtet. Die
Bestimmung von Kriimmungen durch Stérungsrechnung analog zum Einteilchenproblem ist des-
halb nicht moglich, da hierfiir alle Eigenvektoren benotigt werden. Statt dessen kann man je-
doch numerische Verfahren zur Bildung der zweiten Ableitung verwenden. Eine solche Bestim-
mung ist zu Testzwecken auch im wechselwirkungsfreien Fall ausgefiihrt wurden, obwohl dann
die storungstheoretische Bestimmung der Kriimmungen problemlos moglich ist, jedoch lassen
sich dadruch verschiedene numerische Verfahren vergleichen und deren Parameter optimieren.
Gleichzeitig entsteht dabei eine Fehlerabschétzung fiir das numerische Verfahren.

Die im Problem vorhandene Symmetrie zwischen ¢ und —¢, deren Ursache im Ubergang
zu den komplex konjugierten Hiipfmatrixelementen ¢ bei dieser Transformation liegt, welche
die Eigenwerte einer Matrix nicht beeinflufit, kann fiir die numerische Berechnung der Ablei-
tung nach dem magnetischen Flufl ¢ ausgenutzt werden. Man berechnet dazu die Eigenwerte
des Hamiltonoperators fiir ¢ = 0 und einige endliche positive Werte. Durch Approximation
mit einem aus eben genannten Symmetriegriinden geraden Polynom kann man auf diese Wei-
se die Kriimmung ndherungsweise bestimmen. Problematisch dabei ist, da} die Kriimmungen
typischerweise iiber viele Groflenordnungen variieren und zudem die Eigenwerte nur mit end-
licher Genauigkeit berechnet werden kénnen. Die vollstindige Beschreibung eines Verfahrens,
welches in dieser Arbeit vorgeschlagen und verwendet wurde, um dieses Problem zu lésen, ist
in Anhang C zusammengefafit. Fiir die erreichte absolute Rechengenauigkeit o wurde 10712 als
sinnvoller Wert ermittelt und die Schrittweite h fiir die Anderung des magnetischen Flusses ¢
ist im untersuchten Unordnungsbereich mit 103 giinstig gew#hlt. W&hlt man fiir h deutlich
groBere Werte, werden die relativen Fehler bei der Berechnung der Kriimmungen schnell viel

groBer, weil der Verlauf der Energieniveaus als Funktion des magnetischen Flusses nur noch
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5.4 Vorzeichen der Wechselwirkung

4.107* : : : ; ;

Abbildung 17: Typische Kriimmungen mit Wechselwirkung bei unterschiedlichem Vorzeichen der Wechselwir-
kung gegeniiber dem Fall ohne Wechselwirkung in einem Ring mit 100 Plidtzen und Mittelung iiber 100 Realisie-
rungen der Unordnung. Die durch Linien verbundenen kleinen Kreuze entstehen im Fall ohne Wechselwirkung,
die Kreise mit dem Plus-Symbol fiir die positive Wechselwirkung U = 0,5 und die Kreise mit dem Minus-Symbol
fiir die negative Wechselwirkung U = —0,5. Der Vorzeichenwechsel in der Wechselwirkung ist im Unordnungs-
mittel dquivalent zum Vorzeichenwechsel der Energieskala. Diese Symmetrie ist in der Abbildung nicht perfekt
gegeben und auch der Fall U = 0 ist zu sich selbst nicht ganz symmetrisch, dochi bei Erhéhung der Anzahl der
verwendeten Unordnungsrealisierungen werden diese Fehler immer geringer.

ungeniigend wiedergegeben wird. Kleinere Werte fiir h sind jedoch auch nicht sinnvoll, denn
die Rechengenauigkeiten reichen dann nicht mehr aus, um auch die auftretenden sehr kleinen
Kriimmungen genau bestimmen zu kénnen.

Die Berechnung der typischen Kriimmungen wird auch im Fall mit Wechselwirkung wie in
Abschnitt 3.7 durch den Maximalwert einer in ihren Parametern an den Verlauf der Verteilung
P(In|c|) angepafiten Gaufiverteilung bestimmt. In Abbildung 16 ist der Einflufl der Wechselwir-
kung auf die typischen Kriimmungen der Zweiteilchenniveaus dargestellt. Der Vergleich zwischen
den Kurven ohne Wechselwirkung und mit endlicher Wechselwirkung zeigt direkt, daf} sich die
Kriimmungen im Fall geringer Unordnung durch die Wechselwirkung verringern, wiahrend sie
statt dessen fiir groflere Unordnung erhoht werden. Das ist bereits eine direkte Bestétigung des
von Akkermanns und Pichard in [40] analytisch abgeschétzten Verhaltens. Dabei tritt offenbar
auch eine wesentliche Abh#ngigkeit von der Energie im Spektrum auf. Besonders ist die Auf-
hebung des deutlichen Minimums in der Mitte des Bandes bei starker Unordnung durch die
Wechselwirkung erkennbar.

5.4 Vorzeichen der Wechselwirkung

Auch wenn es in Abbildung 16 zunéichst nach einer Symmetrie beziiglich der Energie im Spek-
trum aussieht, gibt es kleine aber signifikante Unterschiede. Wahrend das Spektrum ohne sym-
metrisch ist, fithrt die Wechselwirkung zu einer Aufhebung dieser Symmetrie. Die nichtsymme-
trischen Anteile kénnen dabei nicht nur als Unterschied zwischen positiver und negativer Energie
im Spektrum interpretiert werden, sondern stehen in der selben Weise auch mit dem Vorzeichen
der Wechselwirkung in Verbindung. Wenn man von der speziellen Wahl der Unordnung absieht,
also das Mittel iiber viele Realisierungen der Unordnung betrachtet, bleiben die Eigenschaften
unverdndert, wenn man das Vorzeichen der Energie im Spektrum und das Vorzeichen der Wech-
selwirkung gleichzeitig vertauscht. Es ist deshalb nicht notwendig, verschiedene Vorzeichen der
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5.5 Ein-Parameter-Abhéngigkeit der Kriimmungen mit fester Wechselwirkung

Wechselwirkung getrennt zu betrachten, weil dabei keine neuen Informationen entstehen.

Insbesondere stellt diese Eigenschaft auch eine Moglichkeit dar, die Qualitdt des Unord-
nungsmittels zu testen. Dazu wurde in Abbildung 17 der Fall positiver und negativer Wech-
selwirkung gegeniibergestellt. Die Symmetrie beziiglich gleichzeitigem Vorzeichenwechsel in der
Wechselwirkung und in der Energie des Spektrums ist deutlich zu sehen.

Aufgrund der Symmetrie bei gleichzeitigem Vorzeichenwechsel der Energie und der Wechsel-
wirkung werden im folgenden die Fille gleichen Vorzeichens von Wechselwirkung und Energie im
Spektrum als anziehende Wechselwirkung bezeichnet, bei umgekehrtem Vorzeichen statt dessen
als abstoflende Wechselwirkung.

5.5 [Ein-Parameter-Abhingigkeit der Kriimmungen mit fester Wechselwir-
kung

Bevor der Einflu der Wechselwirkung auf die Kriimmungen diskutiert werden soll, sind ein
paar Bemerkungen zu den numerischen Schwierigkeiten bei den Berechnungen angebracht. Fiir
die kleinen Symbole in Abbildung 18 wurden Fehlerbalken angegeben, sofern sie die Symbol-
grofe iiberschreiten. Es handelt sich dabei um Abschétzungen der numerischen Ungenauigkei-
ten. Zunéchst wurde generell — auch im Fall ohne Wechselwirkung — das volle Problem mit
zwei Teilchen im Ring gelost, um Artefakte aus der Differenzbildung von Kriimmungen, die auf
unterschiedliche Art und Weise bestimmt wurden, zu verhindern. Berechnet man die typischen
Kriimmungen im Fall ohne Wechselwirkung auflierdem auch aus den Einteilchenkriimmungen,
die durch die Stérungstheorie im magnetischen Flufl numerisch erheblich priziser bestimmbar
sind, erhélt man eine Vorstellung von den Abweichungen, die die Numerik generell enthlt.
Nimmt man an, daf§ die Kriimmungen auch mit Wechselwirkung dhnliche Fehler aufweisen, ist
die doppelte Differenz der auf unterschiedliche Weise ermittelten Kriimmungen im wechselwir-
kungsfreien Fall eine Abschétzung fiir den numerischen Fehler der Differenz der Kriimmungen
mit Wechselwirkung und ohne.

Ein weiterer Effekt, der quantitativen Einflul auf die numerische Genauigkeit hat, ist das
Unordnungsmittel. Es zeigt sich, dafl es einer Mittelung iiber extrem viele Realisierungen der
Unordnung bedarf, bevor die Abhéngigkeit vom Startpunkt des Zufallszahlengenerators ver-
schwindet. Eine solche Herangehensweise ist deutlich zu aufwendig. Deshalb wurden die Daten
als Mittel von deutlich weniger Realisierungen der Unordnung gebildet und statt dessen stets die
gleichen Zufallszahlen als Grundlage gewéhlt. Das gilt nicht nur fiir die Daten bei gleicher Un-
ordnungsstirke, sondern auch dariiber hinaus, indem hierfiir nur die lineare Abbildungsfunktion
von den Zufallszahlen aus [0 : 1] in das Intervall [-W : W] geéindert wurde, die Zufallszahlen
selbst jedoch beibehalten wurden. Bei dieser Vorgehensweise ist es natiirlich entscheidend, genau
zu testen, welche Details eventuell auf die Weise kiinstlich entstehen. Beispielsweise wurde die
Unterscheidung nach dem Vorzeichen in der Energieskala, wie sie auch schon im vorangehen-
den Abschnitt 5.4 diskutiert wurde, durch weitere Rechnungen mit vollig anderen Zufallszahlen
als generelle Eigenschaft identifiziert. An spéterer geeigneter Stelle werden solche Daten noch
prasentiert, um einen Eindruck zu vermitteln, in welcher Gréflenordnung die Auswirkungen
dieses Tricks mit den gleichen Zufallszahlen liegen.

Den Einflul der Wechselwirkung auf die Kriimmungen von Energieniveaus wird anhand der
dimensionslosen Kritmmung gty,(U) untersucht, die durch
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Abbildung 18: Einflu der Wechselwirkung U = 0,5 gegeniiber dem wechselwirkungsfreien Fall U = 0 auf die
typischen dimensionslosen Kriimmungen giyp(U) = ctyp(U)/A1 im Ring mit 100 Plitzen und Mittelung iiber
jeweils 20 Realisierungen der Unordnung bei unterschiedlicher Unordnungsstirke W. Dazu ist die Differenz der
dimensionslosen Kriimmungen aus beiden Fallen gegeniiber dem Wert ohne Wechselwirkung dargestellt. Die vollen
Dreiecke entstehen fiir negative Energien im Spektrum, die offenen Symbole hingegen fiir positive Energien. Die
grofien Symbole sind Mittelungen iiber die Intervalle [-2,5 : —1] und [1 : 2,5], die kleinen Symbole mit schlechterer
Statistik iiber kleinere Energieintervalle der Breite 0,5 in den Energiebereichen [—4 : —1] und [1 : 4]. Fehlerbalken
sind in den Féllen eingezeichnet, in denen sie die Symbolgréfie iiberschreiten und sind — wie im Text erldutert —
Abschétzungen der numerischen Genauigkeit und nicht das statistischen Fehlers, der spéater diskutiert wird.

o) = ) (55)
1

definiert wird. Die eingehende typische Kriimmung ctyp, ist dabei durch die schon im Einteil-
chenproblem besprochene Mittelungsprozedur der Kriimmungen der Energieniveaus gegeben,
hier jedoch nun angewandt auf die Kriimmungen der Zweiteilchenzustéinde. Neben der Energie
im Spektrum E tritt als Parameter, in Abhéngigkeit dessen diese dimensionslosen Kriimmun-
gen betrachtet werden, deshalb wie angedeutet die Stédrke der Wechselwirkung U auf, fiir wel-
che die Kriimmungen berechnet wurden. Der mittlere Niveauabstand A; der Einteilchenni-
veaus ist fiir die Normierung der Energieskala naheliegend, weil sich dann zumindest in den
Féllen ohne Wechselwirkung wegen der dabei auftretenden einfachen Summation von Einteil-
chenkriimmungen eine Leitfahigkeit gemifi der Thousless-Relation ergibt. Wenn man die di-
mensionslose Zweiteilchenkriimmung gy, (0) bestimmt, wird natiirlich implizit eine Mittelung
tiber viele Zusténde aus ganz verschiedenen Bereichen des Einteilchenspektrums ausgefiihrt und
demnach eine entsprechend mittlere Leitfahigkeit gebildet. Insbesondere wird deshalb generell
die Energieabhéingigkeit des mittleren Einteilchenniveauabstandes A vernachlissigt. Wie in
Abschnitt 3.6 diskutiert wurde, wird diese Abhéngigkeit fiir zunehmende Unordnung aber klein
und man kann die Abschétzung nach Gleichung (32) verwenden.

In Abbildung 18 ist die Differenz der Logarithmen der dimensionslosen Kriimmungen im
wechselwirkenden Fall mit U = 0,5 und im wechselwirkungsfreien Fall U = 0 gegeniiber dem
Wert ohne Wechselwirkung aufgetragen. Die vollen Symbole stehen dabei fiir negative Energie
im Spektrum, wihrend leere Symbole positive Energien bedeuten. Die Mitte des Zweiteilchen-
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bandes, gegeben durch den Energiebereich [—1 : 1], wurde dabei nicht mit beriicksichtigt, da
fiir starke Unordnung hier die Verteilung der Kriimmungen P(In|c|) besonders im Fall ohne
Wechselwirkung kein deutliches Maximum mehr zeigt und die Wechselwirkung hier einen iiber-
proportional erhéhenden Einflufl auf die Kriimmungen ausiibt (siehe Abbildung 16). Eine Feh-
lerabschitzung, die in diesem Abschnitt spéiter noch detailliert beschrieben wird, demonstriert
auch eine erhebliche Unsicherheit in diesen Féllen, so dafl trotz der deutlich héheren Differenz
der dimensionslosen Kriimmungen selbst das Vorzeichen dieser Differenz als nicht in jedem Fall
mit Sicherheit festliegend angesehen werden muf}, auch wenn bei den Rechnungen nie Félle
aufgetreten sind, die die Systematik der Erhohung der Kriimmungen durch Wechselwirkung fiir
starke Unordnung auch in der Bandmitte, tatséichlich verletzt haben.

Die groBen Symbole in Abbildung 18 sind durch Mittelung iiber die Energieintervalle [—2,5 :
—1] und [1 : 2,5] entstanden, denn fiir diesen Bereich ist die Energieabhéngigkeit der typi-
schen Kriimmungen vergleichsweise gering (siehe Abbildung 16). Eine Fehlerabschétzung der
numerischen Unsicherheit ist fiir diese Symbole nicht eingezeichnet, da sie deutlich unter der
Symbolgrofie liegt.

Die kleinen Symbole in Abbildung 18 entstanden aus denselben Daten, nur wurde die Mit-
telung hierbei fiir Energieintervalle der Breite 0,5 ausgefithrt. Dadurch ergibt sich zun#chst
eine schlechtere Statistik. Dafiir wurden jedoch auch Energieintervalle ndher an den Réndern
des Zweiteilchenbandes ausgewertet, obwohl dort eine deutliche Abhéngigkeit der typischen
Kriimmungen von der Energie auftritt. Zudem sind die typischen Kriimmungen an den Réndern
des Spektrums deutlich kleiner, so daf} sich auch bei vergleichsweise geringer Unordnung bereits
Punkte ergeben, bei denen die Wechselwirkung zu einer Erhohung der Kriimmungen fiihrt.
Durch die Auftragung gegeniiber der dimensionslosen Kriimmung selbst liegen diese Punkte
damit im Rahmen der erzielbaren Genauigkeit bei denen fiir stédrkere Unordnung innerhalb der
Maxima der typischen Kriimmungen entstehenden Daten. Demnach scheint als Maf fiir den
Einflul der Wechselwirkung nicht die Unordnung entscheidend, sondern die von Unordnung
und Energie abhéngende dimensionslose Kriimmung ohne Wechselwirkung gy, (0).

Die in Abbildung 18 gefundene Abhingigkeit des Einflusses der Wechselwirkung von der
dimensionslosen Kriimmung im Fall ohne Wechselwirkung selbst, gilt insbesondere auch bei
Veréinderung der Ringgrofle. Dazu ist in Abbildung 19 fiir Ringgréfien L zwischen 75 und 180
wiederum die Anderung der dimensionslosen Kriimmung durch Wechselwirkung gegeniiber ih-
rem Wert ohne Wechselwirkung aufgetragen. Die Stédrke der Unordnung mufite dabei natiirlich
abhéingig von der Ringgrofle verdndert werden, um mit der dimensionslosen Kriimmung immer
in die gleiche Groflenordnung zu gelangen und somit stets den Wechsel im Einflufl der Wechsel-
wirkung — bei kleiner Unordnung Abnahme der Kriimmungen, bei groer Unordnung hingegen
Zunahme — beobachten zu kénnen.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden in Abbildung 19 nur Mittelungen im Bereich der
Maxima der typischen Kriimmungen im Spektrum ausgefiihrt, da dort ein vergleichsweise grofier
Energiebereich verwendet werden kann ohne wesentlich verschiedene typische Kriimmungen zu
vermischen. Die Punkte streuen dennoch ein wenig mehr als bei der Darstellung in Abbildung 18,
jedoch ist keine Systematik als Abhéngigkeit von der Ringgriéfie erkennbar. Man sollte bei der
Interpretation der Daten vielmehr beachten, dafi die Mittelung iiber die Realisierungen der
Unordnung weniger giinstig als im Fall fester Ringgrofie ausfillt, weil fiir jede Ringgrofle eine
andere Anzahl von Zufallszahlen notwendig ist. Dadurch 148t sich die oben beschriebene Me-
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Abbildung 19: Einflufl der Wechselwirkung U = 0,5 gegeniiber dem wechselwirkungsfreien Fall U = 0 auf die ty-
pischen dimensionslosen Kriitmmungen g¢yp(U) im Mittel iiber 20 Realisierungen der Unordnung bei Verinderung
der Ringgrole L. Dazu ist die Differenz der dimensionslosen Kriimmungen aus beiden Fillen gegeniiber ihrem
Wert ohne Wechselwirkung dargestellt. Die vollen Dreiecke entstehen durch Mittelung iiber das Energieintervall
[-2,5 : —1] im Spektrum, die offenen Symbole hingegen fiir [1 : 2,5]. Die gepunktete Linie hat etwa die gleiche
Steigung 0,13 wie die aufgetragene Verdnderung der Kriimmung durch Wechselwirkung.

thode der Verwendung stets derselben Zufallszahlen nur fiir jede Ringgrofie separat anwenden.
Andererseits ist das natiirlich genau ein Test, inwiefern die qualitativen Aussagen genereller
Natur sind.

Die numerische Berechnung von Kriimmungen von Zweiteilchenenergieniveaus in einem un-
geordneten Potential hat ergeben, dal der EinfluB8 fester Wechselwirkung abhéngig von der
Grofle der dimensionslosen Kriimmung unterschiedlich ist. Die Verringerung im Fall grofer
Kriimmungen und Vergréflerung im Fall kleiner Kriimmungen durch Wechselwirkung, wie es
in den beiden Abbildungen 18 und 19 dargestellt ist, wird in diesen logarithmischen Auftragun-
gen gut durch eine Gerade angenéhert — insbesondere, wenn man positive und negative Energien
im Spektrum unterscheidet. Der Anstieg m der Geraden liegt dabei, wie es die gestrichelte Linie
in Abbildung 19 zeigt, bei etwa 0,13. Das bedeutet, daf die Anderung der Kriimmungen durch
eine zunéchst feste Wechselwirkung der Stirke U = 0,5 durch ein Potenzgesetz angenihert
werden kann:

9typ(0,5) ~ <9typ(0)>m (56)
gtyp(o) Yerit ’

Die Konstante gt bezeichnet dabei den Wert fiir die dimensionslose Kriimmung ohne Wechsel-

wirkung, unterhalb derer Wechselwirkung zu einer Erhéhung der Kriimmung, oberhalb hingegen

zu einer Verringerung derselben fiihrt. Bevor dieser in dem Sinne kritische Wert fiir die dimen-

sionslose Kriimmung weiter diskutiert wird, soll zunéichst der Einflufl der Wechselwirkungstérke

beginnend mit einem weiteren Grenzfall untersucht werden.

5.6 Grenzfall betragsmiflig unendlicher Wechselwirkung

Fiir unendlich starke Wechselwirkung separieren die Zusténde, bei denen beide Teilchen auf
dem gleichen Platz lokalisiert sind, energetisch vollstdndig von den restlichen Zustdnden. Un-
abhéngig davon, ob die unendlich grole Wechselwirkung anziehend oder abstoflend ist, ergibt
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sich eine Gruppe von Eigenzustédnden, bei denen sich beide Teilchen auf dem gleichen Platz
befinden. Das sieht man ein, wenn man vom Hamiltonoperator in der oben gewihlten Basis
{ll1,13)} ausgeht und den Eintrag in der Diagonale mit den Eintréigen auBerhalb der Diagonale
vergleicht. Sind beide Teilchen auf demselben Platz, wird der Diagonaleintrag wegen der Wech-
selwirkung betragsméfig unendlich, wihrend die Nichtdiagonaleintréige ihren endlichen Wert
behalten. Auflerdem sind diese Zustéinde nicht direkt miteinander gekoppelt, weil keine Matrix-
elemente auftreten, bei denen beide Teilchen gleichzeitig ihren Platz verdndern. Deshalb sind
diese Zustédnde bereits Eigenzustdnde mit betragsméfig unendlichen Eigenwerten, da die Kopp-
lung an andere Zustinde aufgrund der betragsméfliig unendlichen Energiedifferenz verschindet.

Die anderen Zusténde kann man bestimmen, indem man den Hamiltonoperator fiir zwei
Teilchen ohne die Félle, bei denen die Teilchen auf demselben Platz sind, betrachtet. Die Wech-
selwirkung tritt dann in der Matrix nicht mehr auf. Die Berechnung der iibrigen Eigenzustidnde
und -energien ist somit problemlos mdoglich.

Da im Fall betragsmiflig unendlicher Wechselwirkung die Zusténde, bei denen die beiden
Teilchen auf dem selben Platz sind, von den restlichen Zusténden separieren, kann man fiir dieses
eindimensionale Modell die Eigenzustéinde wiederum aus den Einteilchenzustdnden berechnen.
Diese Moglichkeit wurde in [64] fiir feste Randbedingungen diskutiert und ist auch auf peri-
odische Randbedingungen erweiterbar [43]. Danach lassen sich die Zweiteilcheneigenzustéinde
schreiben als

1

V2

Dabei sind die Zustéande |a)q /2 die Einteilchenldsungen des Hamiltonoperators H; beim magne-
tischen Flufl ¢/ = ¢ + 1/2 und die Vorzeichenfunktion sgn(z) ist durch

(1, 2|Ya, ¥8) 0o = (<11\¢a>1/2<52’1/1ﬁ>1/2 - (2\%)1/2([1Wﬁ>1/2)sgn(ll —lo), (L #12). (57)

1 falls >0
—1 sonst

sgn(z) = { (58)
definiert. Die Idee, die dem Ansatz zugrunde liegt, ist die Verwendung antisymmetrischer Orts-
anteile fiir die Wellenfunktion. Dadurch kénnen die beiden Teilchen nie auf demselben Platz
sein. Da aber symmetrische Funktionen benétigt werden, mufl mittels sgn(l; — l2) ein Vor-
zeichenwechsel eingebaut werden. Das fiihrt jedoch zu einer Verdnderung der Randbedingung
ebenfalls um ein Vorzeichen. Letzteres wiederum 148t sich jedoch durch die Verwendung von
Einteilchenlésungen mit einem um ein halbes Fluquant verschobenen magnetischen Fluf3 leicht
wieder korrigieren.

Nun 148t sich das Problem im Fall betragsméfig unendlicher Wechselwirkung wie auch im
Fall ohne Wechselwirkung zwischen den Teilchen auf die Einteilchenltsung reduzieren. Fiir die
Energieeigenwerte der Zweiteilchenzustdnde mit betragsméflig unendlicher Wechselwirkung, die
durch Gleichung (57) gegeben sind, gilt ganz analog zum Fall ohne Wechselwirkung, daf die
Symmetrisierung — in diesem Fall zunéichst durch antisymmetrische Kombinationen mit anschlie-
Bender Korrektur durch ein explizites Vorzeichen sgn(ly — l2) — den Eigenwert nicht beeinflufit
und dieser somit weiterhin einfach die Summe der beiden beteiligten Einteilchenenergieeigenwer-
te ist. Anders als im Fall ohne Wechselwirkung diirfen die beiden Teilchen aber nicht im gleichen
Zustand sein, denn eine antisymmetrische Kombination aus gleichen Einteilchenzustdnden ver-
schwindet stets. Die somit fehlenden L Zusténde sind die Zusténde |[,{)s mit [ =0,...,L — 1,
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die zu betragsméfig unendlicher Energie gehoren, weil diese die Wechselwirkung in voller Stérke
spliren.

Aufgrund der Summation von Einteilcheneigenenergien — zwar bei einem anderen magneti-
schen Fluf}, was aber aus Symmetriegriinden entsprechend Abschnitt 3.8 im Mittel iiber viele
Realisierungen der Unordnung keinen Unterschied macht — dndert sich fiir die Zustandsdichte
wie auch fiir die Kriimmungen bei unendlicher Wechselwirkung zwischen den Teilchen nichts,
wenn man von den L Zustdnden, die zu unendlicher Energie hin verschoben werden, absieht.
Das sind aber im Vergleich zu den verbleibenden L(L — 1)/2 Zusténden sehr wenige und sie
sind im Fall ohne Wechselwirkung auch gleichméfig im Energiespektrum verteilt. Einzig sind bei
diesen Zustédnden die Vorzeichen der Kriimmungen notwendigerweise gleich, weshalb sich fiir die
typischen Kriitmmungen fiir kleine L im Mittel iiber sehr viele Realisierungen signifikant etwas
geringere Werte ergeben als im Grenzfall ohne Wechelwirkung. Dieser Effekt ist fiir Ringgrofien,
wie sie hier diskutiert werden, extrem klein und nimmt mit zunehmender Ringgrofle weiter
ab. Die Mittelung iiber relativ wenige Realisierungen der Unordnung, auf die sich diese Arbeit
fiir groBe Ringgrofen L aus Griinden des numerischen Aufwandes beschrianken muf, fithrt zu-
dem zu deutlich hoheren statistischen Fehlern und der Einflufl des Ausschlielens der Zusténde
mit der unendlichen Wechselwirkungsenergie wird {iberhaupt nicht sichtbar. Fiir die Ringgrofie
L = 25 konnte im Mittel iber 100 000 Realisierungen der Unordnung jedoch tatséchlich diese
kleine Verringerung der typischen Kriimmungen bei betragsméfiig unendlicher Wechselwirkung
gegeniiber dem Fall ohne Wechselwirkung bestétigt werden.

5.7 Dualitdt zwischen schwacher und starker Wechselwirkung

Wie im vorherigen Abschnitt diskutiert wurde, ergibt sich im Grenzfall betragsméfiig unendli-
cher Wechselwirkung bis auf einige energetisch separierte Zustdnde das gleiche Verhalten wie
im Fall ohne Wechselwirkung. In [43] wurde zudem gezeigt, dafl eine Symmetrie im Verhalten
fiir kleine U und kleine 1/U besteht.

In Abbildung 20 ist die Abhéngigkeit der dimensionslosen Kriimmungen gegeniiber der
Wechselwirkungsstirke aufgetragen. In den beiden Grenzfillen schwacher und starker Wech-
selwirkung ist das Verhalten wie erwartet #hnlich. Die logarithmische Auftragung ermoglicht
es, die zwei Félle, einerseits propotional zur Wechselwirkungsstirke U und andererseits indi-
rekt proportional zur Wechselwirkungsstéirke U, in einer Graphik zusammenzufassen, da sie
wegen log(1/U) = —log(U) in gleicher Weise erfafit werden. Dazwischen ist fiir eine Wechsel-
wirkungsstirke U der Ordnung 1 der Einfluff auf die Kriimmungen maximal. Das Maximum
des Einflusses der Wechselwirkung selbst steigt dabei mit der Unordnungsstirke an. Eine solche
Abhéngigkeit wurde in [65] bereits fiir den Grundzustand vieler wechselwirkender Fermionen
beobachtet.

Die fiir die Unordnungsstirke W = 1,25 eingerahmten Daten bei Wechselwirkungsstérke
U = 1,25 sind in Abbildung 21 nochmals detailliert gezeichnet. Es handelt sich dabei um Punkte,
die im Mittel iiber jeweils zwanzig verschiedene Realisierungen der Unordnung berechnet worden
sind. Die Zufallszahlen, die zu den Punkten ,a* gefiihrt haben, sind dabei dieselben, wie sie
ansonsten in der Abbildung 20 verwendet wurden.

Die Beispiele aus Abbildung 21 zeigen, dafl es einem Mittel iiber sehr viele Realisierun-
gen der Unordnung bedarf, ehe prizise quantitative Aussagen iiber typische Kriimmungen im
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Abbildung 20: Verhalten der typischen Kriimmungen ciyp im Mittel iber 20 Realisierungen im Ring mit 100
Platzen als Funktion der Wechselwirkung U bei verschiedenen Unordnungen W. Die Linien geben jeweils die
Werte fiir U = 0 an. Die vollen Dreiecke und die gestichelten Linien entstehen durch Mittelung im Energiein-
tervall [—2,5 : —1], die offenen Dreiecke und gepunkteten Linien hingegen fiir [1 : 2,5]. Die fiir U = 1,25 und
W = 1,25 eingerahmt dargestellten Werte zeigen Fluktuationen durch Mittelung iiber jeweils 20 verschiedene
Realierungen der Unordnung. Die Daten werden in Abbildung 21 nochmals detailliert gezeigt und sind hier nur
zum GroBenvergleich eingeblendet.

Unordnungsmittel moglich werden. Das ist insbesondere der Grund, warum man fiir die Un-
tersuchung des Einflusses der Wechselwirkung von den gleichen Realisierungen der Unordnung
ausgehen sollte, denn dadurch wird der Aufwand deutlich verringert. Es zeigt sich ndmlich, daf3
die stark eingeschrdnkten Unordnungsmittel sehr wohl geniigen, um den Einflufl der Wechsel-
wirkung zu untersuchen, denn die gefundenen Abh#ngigkeiten finden sich bei der Verwendung
anderer Realisierungen der Unordnung in gleicher Weise wieder.

5.8 Ein-Parameter-Abhingigkeit der Kriimmungen bei Variation der Wech-
selwirkung

Nachdem der Einflufl der Wechselwirkung verschiedener Stérke bereits diskutiert worden ist,
soll nun noch betrachtet werden, wie sich das auf die bereits in Abschnitt 5.5 diskutierte Ein-
Parameter-Abhéngigkeit des Finflusses der Wechselwirkung auf die Kriimmungen auswirkt.
Zunichst ergibt sich fiir die andere Wechselwirkungsstéirken erwartungsgeméif eine qualitativ
vollig analoge Abhéingigkeit wie sie in den Abbildungen 18 und 19 bereits aufgetreten ist. Ins-
besondere kann nun fiir jede Wechselwirkungsstérke wiederum eine Approximationsformel (56)
finden. Der kritische Wert g.yit, bei dem der Einflufl der Wechselwirkung von einer Erhéhung der
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Abbildung 21: Verhalten der typischen Kriimmungen ciyp im Mittel iber 20 Realisierungen im Ring mit 100
Platzen fiir eine Wechselwirkungsstdrke U = 1,25 und fiir eine Unordnungsstirke W = 1,25. Die Linien geben
jeweils die Werte fiir U = 0 an. Die vollen Dreiecke und die gestichelten Linien entstehen durch Mittelung im
Energieintervall [—2,5 : —1], die offenen Dreiecke und gepunkteten Linien hingegen fiir [1 : 2,5]. Die Werte ,a“
bis ,,e der Abszisse stehen fiir Mittelungen tiber jeweils verschiedene Realisierungen der Unordnung und zeigen
damit typische Fluktuationen aufgrund der speziellen Wahl der Unordnungen, iiber die gemittelt wird.

Kriimmungen im Fall kleinerer Kriimmungen zu einer Verringerung im Fall groerer Kriitmmun-
gen wechselt, erweist sich in innerhalb der numerisch zugénglichen Genauigkeit als unabhéngig
von der Stédrke der Wechselwirkung U.

Ganz im Gegensatz dazu ist der Anstieg m deutlich abhéngig von der Wechselwirkungsstérke
U, denn bereits in Abbildung 20 war deutlich zu sehen, daB die Amplitude der Anderung der
Kriimmungen bei unterschiedlich starker Wechselwirkung variiert. Zunéchst steigt der Einfluf3
an, bevor er bei hoherer Wechselwirkung wieder auf den urspriinglichen Wert abfillt. Verallge-
meinert man also die Gleichung (56) zu

Gryp(U) ~ Gyp(0) m{U)
gtyp(o) N( Yerit )’ (59)

erhilt man die Abhéngigkeit des Einflusses der Wechselwirkung auf die Kriimmungen von der
Wechselwirkungsstérke selbst in Form des Parameters m(U), der in Abbildung 22 dargestellt

ist.

Fiir positive Energie im Spektrum liegt der Wert fiir In g..it bei etwa —3, fiir negative Energie
hingegen mit —2,2 etwas hoher. Diese quantitativen Werte miissen jedoch mit etwas Vorsicht
betrachtet werden, da stabile Aussagen ein extrem aufwendiges Unordnungsmittel bendtigen.
Auflerdem sind diese Absolutwerte von der Mittelungsprozedur bei der Bestimmung der typi-
schen Kriimmungen abhéngig auch wenn sich das bei verschiedenen Tests immer nur in der
ersten Stelle nach dem Komma ausgewirkt hat.

Den Wert geit kann man mit den Abschitzungen der Einteilchenkriimmungen, die am Ende
des Abschnittes 3.7 diskutiert wurden, sehr anschaulich auf ein Verhéltnis der Einteilchenloka-
lisierungsldnge L; zur Systemgrofe L umrechnen. Danach ergeben sich fiir L/L; Werte in der
Groflenordnung von 5 fiir abstolende und 6 fiir anziehende Wechselwirkung. Ist das Verhéltnis
noch gréfler, dann werden die Kriimmungen durch die Wechselwirkung erhoht, im anderen Fall
werden sie jedoch durch eine Wechselwirkung zwischen den Teilchen verringert.

Das hier numerisch gefundene Verhalten, dafl die dimensionslosen Kriimmungen oberhalb
eines kritischen Wertes gqi¢ durch Wechselwirkung verringert werden, unterhalb jedoch erhoht,
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Abbildung 22: Dargestellt ist die Abhéngigkeit des Exponenten m(U) der Approximationsformel (59) als Funk-
tion der Wechselwirkungsstiarke U. Dazu wurden die in Abbildung 20 dargestellten Daten umgerechnet. Im wech-
selwirkungsfreien Fall U = 0 und fiir unendlich starke Wechselwirkung U — oo wird der aufgetragene Exponent
m(U) Null.

steht in direktem Zusammenhang mit verschiedenen anderen Untersuchungsergebnissen zum
TIP-Problem. Zunéchst bestétigt es die Abschidtzungen von Akkermans und Pichard [40], die
ein solches Verhalten vorhergesagt haben. Dieses Bild wird erweitert durch die Einfithrung einer
Ein-Parameter-Abhéngigkeit, bei der der Wechsel zwischen dem vorzeichenméflig unterschiedli-
chen Einflul der Wechselwirkung stattfindet. Erwartungsgeméf findet man den Umschlagpunkt
an einer Stelle, bei der die Einteilchenlokalisierungsldnge L; in der Groflenordnung der Sy-
stemgrofle L liegt. Fiir kleinere Einteilchenlokalisierungsldngen erhélt man eine Erh6hung der
Kriimmungen durch die Wechselwirkung, wie es fiir eine Vergréflerung der Lokalisierungslénge
erwartet wird. Das bestétigt den von Shepelyansky gefundenen Delokalisierungseffekt durch
eine Wechselwirkung [27]. Die bei grofier Lokalisierungslinge, also entsprechend geringer Un-
ordnungsstirke, gefundene Verringerung der Kriimmungen, bestétigt hingegen den vor Beginn
der Diskussion des TIP-Problems als typisch angenommenen Lokalisierungseffekt einer Wech-
selwirkung zwischen den Teilchen. Dieser Standpunkt, der aus Untersuchungen stammte, die
eine gleichzeitige Betrachtung starker Unordnung und starker Wechselwirkung nicht zulieflen,
verliert damit seine allgemeine Giiltigkeit, weshalb der Delokalisierungseffekt keineswegs im Wi-
derspruch mit fritheren Erkenntnissen steht.

Der in verschiedenen Bereichen unterschiedliche Einflul wurde auch bei der Simulation der
Zeitentwicklung von Zustdnden im TIP-Problem ausgehend von nah beieinanderliegenden Teil-
chen beobachtet [44]. Zunéchst propagieren die Teilchen dabei innerhalb der Einteilchenloka-
lisierungsldnge ballistisch, weil sie die mittlere freie Weglédnge, die in einer Dimension gleich
der Lokalisierungslénge ist, noch nicht erreicht haben. In diesem Sinne liegt dabei also de-
lokalisiertes Einteilchenverhalten vor. Durch die Einfithrung einer Wechselwirkung wird diese
Zeitentwicklung verlangsamt, sodafl die Einteilchenlokalisierungslénge spéter erreicht wird. Da-
nach schligt der EinfluB der Wechselwirkung jedoch um. Wihrend im wechselwirkungsfreien
Fall die rdumliche Ausdehnung der Zustdnde nicht weiter anwéchst und demnach lokalisier-
tes Einteilchenverhalten vorherrscht, fithrt Wechselwirkung zu einer weiteren Delokalisierung
mit einem logarithmischen Zeitgesetz fiir die Schwerpunktsbewegung bis die Zweiteilchenloka-
lisierungslange erreicht ist. Diese Interpretation der Ergebnisse legt nahe, daf3 hier auf ganz
unterschiedliche Weise dieselbe Auswirkung der Wechselwirkung beobachtet wird.
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Auch bei Untersuchungen des Grundzustandes vieler Teilchen in einer Dimension hat eine
Wechselwirkung zwischen den Teilchen derart unterschiedlichen Einflufl auf die Lokalisierung
der Zustidnde gezeigt [65]. Der Wechsel von einem in den anderen Bereich ist dabei ebenfalls
durch die Einteilchenlokalisierungsldnge bestimmt. Fiir viele Teilchen ist offenbar jedoch nicht
das Verhiltnis zur Systemgrofle selbst entscheidend, sondern das Verhéltnis zum Quotienten
aus Systemgrofle und Teilchenzahl. Inwiefern diese einfache Abhéngigkeit eine Besonderheit der
dort untersuchten spinlosen Fermionen ist, ist bisher jedoch noch nicht klar.

SchlieBlich zeigen erste Ergebnisse aus Untersuchungen des Gleichstrom-Kubo-Leitwertes
vieler wechselwirkender Teilchen in zwei Dimensionen ebenfalls einen unterschiedlichen Einfluf3
der Wechselwirkung [66]. Die vielversprechende numerische Methode der Diagonalisierung des
Hamiltonoperators in einer vergleichsweise kleinen Basis aus Hartree-Fock Zustéinden erlaubt

eine ndherungsweise Berechnung der niedrigsten angeregten Zustinde.

5.9 Langreichweitige Wechselwirkungen

Abschlieflend soll der Einfluf} einer langreichweitigen Wechselwirkung betrachtet werden, da dies
insbesondere fiir die in [45] diskutierte experimentelle Untersuchung des Wechselwirkungseffek-
tes im TIP-Problem von entscheidender Bedeutung ist. Dazu muf} zunéchst ein Abstand d(ly,l3)
zwischen zwei Ringpositionen [; und ls definiert werden. Unter Beachtung der Periodizitdt im
Ring bietet sich

|l1 — l2| falls 2|l1 — l2| <L
d(ly,ls) = 60
(h12) { L —|ly —ls| sonst (60)

an. Nun kann man den Hamiltonian Hs modifizieren zu

Hy=Hi©1+10H + Lf v { d(zl,b)}u s o
= v d(l, 1) |
2 1 1 11,l5=0 d(l1’ l2) + 1 p A 1,02 1,02

Der positive Parameter A kann zur Verdnderung der Art der Wechselwirkung verwendet werden.
Fiir A — 0 ergibt sich die urspriingliche Hubbard-Wechselwirkung aus Hs, da dann fiir Iy # [o
die Exponentialfunktion den Wechselwirkungsterm unterdriickt. Fiir A — oo féllt hingegen
der EinfluB der Exponentialfunktion weg, wodurch ein Coulomb-&hnliches Potential entsteht.
Die Divergenz, die im Fall I; = [y eines Coulomb-Potentials angesetzt werden miifite, wurde
durch die Addition der Eins im Quotient U/(d + 1) unterdriickt. W&hlt man A zwischen Null
und unendlich, wird durch die Exponentialfunktion die Abschirmung des Coulomb-&dhnlichen
Potentials verdndert, wobei die fiir {; = l» maximal auftretende Wechselwirkung zwischen den
Teilchen gleich bleibt.

In Abbildung 23 wurde durch Wahl verschiedener A die Art der Wechselwirkung ausge-
hend von einer Hubbard-Wechselwirkung iiber eine abgeschirmte Coulomb-dhnlichen Wechsel-
wirkung hin zu der nichtabgeschirmten Coulomb-&hnlichen Wechselwirkung variiert. Gegeniiber
dem Unterschied zwischen dem wechselwirkungsfreien Fall U = 0 und dem Fall mit einer
Hubbard-Wechselwirkung der Stérke U = 0,5 ist ist der Einflufl des Abschirmparameters A
sehr gering. Die langreichweitigen Wechselwirkungen verstérken den Effekt, den die Hubbard-
Wechselwirkung gegeniiber dem nichtwechselwirkenden Fall ausiibt, im Mittel ein wenig. Den
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Abbildung 23: Typische Kriitmmungen bei Variation der Wechselwirkung im Ring mit 100 Plidtzen und Mittelung
iiber 100 Realisierungen der Unordnung. Die durch Linien verbundenen kleinen Kreuze entstehen im Fall ohne
Wechselwirkung, die Kreise durch Hubbard-Wechselwirkung A — 0, die Rauten durch ein abgeschirmtes Coulomb-
dghnliches Potential mit A = 1 und die Quadrate durch ein nichtabgeschirmtes Coulomb-&hnliches Potential
A — oo. Fiir die Wechselwirkungsstirke U wurde in den wechselwirkenden Fillen jeweils der Wert 0,5 verwendet.
Die erzielten Rechengenauigkeiten liegen innerhalb der Symbolgrofe.

EinfluB8 einer Wechselwirkung durch Variation der Abschirmldnge an einer Elektronen-Loch-
Paar-Anregung experimentell zu untersuchen, wie im Rahmen von [45] diskutiert wird, scheint
demnach schwierig.
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6 Verteilung der Kriimmungen

6.1 Motivation

Neben dem typischen Wert fiir die Kriimmungen der Zweiteilchenniveaus verdndert sich auch
die Verteilung der Kriimmungen unter dem Einflul einer Wechselwirkung. Im Abschnitt 2.1
der Grundlagen wurde am Beispiel der Niveaustatistik P(s) bereits demonstriert, dafl die Aus-
wertung solcher Verteilungsfunktionen Informationen iiber Transporteigenschaften liefern kann.
Neben der Poisson- und der Zufallsmatrixverteilung des Gaufischen Orthogonalen Ensembles
(GOE), die in vielen verschiedenen Problemen immer wieder in gleicher Weise auftreten, fin-
det man dabei auch die sogenannte kritische Statistik, die ebenfalls an vielen unterschiedlichen
Systemen beobachtet werden kann und deshalb in dhnlicher Weise universell scheint. Im TTP
Problem wurde diese kritische Verteilung in der Niveaustatistik fiir Ringgrofilen L im Bereich
der Einteilchenlokalisierungslinge L; in der Bandmitte gefunden [43] und hier soll nun fiir diese
Parameter die Statistik der Kriimmungen néher untersucht werden. Die grundlegend zu beant-
wortende Frage dabei ist, ob sich die kritische Statistik bei verschiedenen Systemen stets in
der gleichen Weise fiir verschiedene Groflen zeigt und somit tatséchlich eine hohe Universalitét
vorliegt, wie sich das auch fiir die schon lang bekannten Possion- und Zufallsmatrixverteilun-
gen herausgestellt hat. Dazu soll untersucht werden, ob sich auch im Fall des TIP-Problems
mit seinem aus der Niveaustatistik P(s) erwarteten kritischen Verhalten [43] eine Statistik fiir
die Kriimmungen ergibt, die in [19] fiir einen anderen Fall kritischer Statistik, ndmlich den
Metall-Isolator-Ubergang im dreidimensionen Anderson-Modell, vorgeschlagen wurde.

In Abbildung 24 sind Ubersichtsdarstellungen fiir die Verteilungen P(|¢|) als Funktion der
Energie F im Spektrum bei einer Unordnungsstéirke von W = 0,5 und einer Ringgréfie von 100
Plétzen dargestellt, so dal die Einteilchenlokalisierungsléinge L; in der Bandmitte der Einteil-
chenzusténde gerade der Systemgroflie L entspricht und nur die Zustéinde ndher an den Réndern
des Einteilchenspektrums lokalisiert sind. Das Bild auf der linken Seite entsteht im wechselwir-
kungsfreien Fall, widhrend rechts eine Unordnung von U = 1,25 vorliegt, wo also der Einflul der
Wechselwirkung nahe seinem Maximum ist. Statt der Auftragung der Verteilung P(In|c|), wie
es in den vorherigen Kapiteln zur Bestimmung typischer Kriimmungen sinnvoll war, ist es hier
giinstiger, eine logarithmische Auftragung von P(|c|) zu verwenden, die zwar dieselben Infor-
mationen enthilt, sich jedoch fiir die Unterscheidung verschiedener Verteilungen als vorteilhaft
erweist.

In der Mitte und an den Enden des Zweiteilchenspektrums sind die Kriimmungen kleiner als
fiir andere Energien, wie es schon fiir die typischen Kriimmungen gefunden wurde, und die Ver-
teilung der Kriimmungen ist stark zu deutlich kleineren Kriimmungen hin verschoben. Auflerdem
verdndert sich auch die Form der Verteilung als Funktion der Energie und der Wechselwirkung
erheblich.

Vor der detaillierteren Diskussion der Verteilungen sollen die typischen Kriimmungsvertei-
lungen angegeben werden, die vom Anderson-Modell her bekannt sind und die dort ausgenutzt
werden konnen, um unterschiedliche Bereiche der Lokalisierung zu identifizieren. Solche Ver-
teilungen von Kriimmungen werden als Funktion normierter Kriimmungen k ausgedriickt, die
durch

C

k= (62)

]

51



6.1 Motivation
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Abbildung 24: Uberblick iiber die Statistik der Kriitmmungen P(|c|) von Zweiteilchenenergieniveaus im Fall
ohne Wechselwirkung U = 0 und mit Wechselwirkung U = 1,25 iiber der Energie £ im Sprektrum. Die Unord-
nungsstédrke W ist mit dem Wert 0,5 so gewahlt, dafl die Einteilchenlokalisierungslédnge in der Bandmitte gleich
der Ringgréfle L = 100 ist, wie es in [43] als Bedingung fiir das Auftreten kritischer Statistik gefunden wurde. Im
Fall ohne Wechselwirkung wurde tiber 1 000 Realisierungen der Unordnung gemittelt, im Fall mit Wechselwirkung
iiber 100 Realisierungen.

definiert sind, wobei H den Mittelwert, also das erste Moment, der Verteilung der Kriimmungen
P(|c|) bezeichnet. Dadurch féllt der Einflul der absoluten Kriimmungen heraus und es entstehen
wesentlich universellere Verteilungen.

Im lokalisierten Bereich, wenn die Systemgrofle L grofler als die Lokalisierungslédnge Ly ist,
findet man numerisch in guter N#herung eine log-normale Verteilung der P(|k|) [57], die auch
analytisch hergeleitet werden konnte [58]. Im diffusiven Bereich hingegen ist die Systemgrofie
kleiner als die Lokalisierungslénge, aber immer noch gréfer als die mittlere freie Wegldnge. Dann
ergibt sich ein Verhalten [57, 59, 60], das gut durch eine aus der Betrachtung von Zufallsma-
trizen des GauBschen Orthogonalen Ensambles GOE erhaltenen Form [61] approximiert wird.
AuBlerdem wurde gezeigt, dafl fiir die Verteilung der Kriimmung trotz der Einfithrung eines Flus-
ses ¢ und damit dem Ubergang zu einer anderen Symmetricklasse, namlich dem Ubergang von
reell-symmetrischen Matrizen zu komplex-hermiteschen Matrizen, im Grenzfall ¢ — 0 trotzdem
die vom GOE her bekannte Form giiltig bleibt [59, 60]. Sie lautet

1

Paog(|k|) = A5 kR

(63)
Dieser Fall diffusiven Transports ist in einer Dimension jedoch marginal, da hier die Lokalisie-
rungsldnge mit der mittleren freien Weglidnge iibereinstimmt. Im ballistischen Bereich schlief3-
lich ist die Systemgrofle sogar kleiner als die mittlere freie Weglinge, was wiederum eine andere
Kriimmungsverteilung zur Folge hat [62]. Gegeniiber dem diffusiven Fall Pgogr entsteht bei
|k| ~ 1 ein Maximum in der Verteilung P(|k|), dal umso deutlicher hervortritt, je kleiner das
System gegeniiber der freien Weglidnge wird. Schliellich gibt es auch fiir den kritischen Fall am
Metall-Isolator-Ubergang im drei Dimensionen aufgrund numerischer Untersuchungen [19] einen
Vorschlag fiir die Form der Verteilung. Dieser unterscheidet sich vom Zufallsmatrixergebnis im
wesentlichen durch den Exponenten und lautet

4
(1 + [Fefp)3/e”
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Abbildung 25: Detailbild der Statistik P(|c|) aus Abbildung 24 als Mittelung im Energiebereich [—0,1 : 0,1]
umgerechnet auf normierte Kriimmungen k = ¢/e.

wobei der Parameter A durch die Normierung festgelegt ist. Man erhélt fiir ihn

__ urB/w)
L(1/p)0(2/k)

Fiir den Parameter p ist in [19] der Wert 1,58 gefunden worden.

6.2 Verhalten in der Bandmitte

Insbesondere im wechselwirkungsfreien Fall findet man in der Bandmitte des Zweiteilchenspek-
trums deutlich keine Séttigung der Verteilung P(|k|), wie in Abbildung 25 zu sehen ist. Sie
unterscheidet sich damit substantiell von den Verteilungen der Kriimmungen, die im Anderson-
Modell in den unterschiedlichen Bereichen gefunden wurden. Die Ursache dafiir ist wiederum die
Kombination von Einteilchenzusténden, die sich genau im Vorzeichen ihrer Einteilchenenergie
unterscheiden. Dadurch entsteht eine Mischung iiber das komplette Einteilchenspektrum hinweg
und somit gibt es insbesondere auch sehr viele extrem kleine Kriitmmungen.

Mit Wechselwirkung wird die Verteilung deutlich in Richtung der durch die Verteilung
Pcor(|k|) gegebenen Form hin verschoben, was dem diffusiven Verhalten im wechselwirkungs-
freien Anderson-Modell entspricht. Im ballisitischen und lokalisierten Bereich treten dagegen
noch weniger kleine Kriitmmungen auf, und die Verteilungen unterscheiden sich noch deutlicher
als Pgog(]k|) von der in Abbildung 25 gefundenen Form.

Anhand der Energieniveaustatistik P(s) und der Yo-Statisik wurde bei Ringgrofien im Be-
reich der Einteilchenlokalisierungslinge und mittlerer Wechselwirkung in der Bandmitte eine
Statistik gefunden, die zwischen Poisson und GOE liegt, und die nicht unterscheidbar von der
kritischen Statistik ist, wie sie in einer ganzen Reihe unterschiedlicher Systeme auftritt [43]. Die
Abbildung 25 ist genau fiir diese Parameter gezeichnet. Auerdem ist die Verteilung Py (|k|),
die in [19] im Anderson-Modell in drei Dimensionen am Metall-Tsolator-Ubergang als kritische
Verteilung der Kriimmungen gefunden wurde, gestrichelt eingezeichnet. In der hier gewéhl-
ten doppeltlogarithmischen Auftragung von P(|k|) ist der Unterschied zwischen der auch hier
zundchst vermuteten Verteilung Pt (|%|) und dem Zufallsmatrixergebnis Paogr(|k|) sehr gering
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und die Daten sind inkonsistent mit beiden Verteilungen. Besonders der Anstieg der Vertei-
lung bei extrem kleinen Kriimmungen ist zwar im Fall mit Wechselwirkung gegeniiber dem
wechselwirkungsfreien Fall deutlich kleiner, aber trotzdem noch vorhanden. Das ist auch der
Grund, weshalb hier genau diese Auftragung gewihlt wurde, die sich insbesondere auch von
der in [19] verwendeten Darstellung unterscheidet. Obwohl fiir den Fall mit Wechselwirkung in
der spektralen Statistik P(s) genau die Form der kritischen Statistik gefunden wurde [43], ist
die Statistik der Kriimmungen deutlich von der verschieden, die beim Metall-Isolator-Ubergang
in dreidimensionalen Anderson-Modell aufgrund numerischer Daten fiir die kritische Statistik
vorgeschlagen wurde.

In [40] wurde eine topologische Kriimmung c*P vorgeschlagen, die sich qualitativ von der
hier untersuchten ,,gewohnlichen“ Kriimmung unterscheidet. Sie entsteht, indem man fiir bei-
de Teilchen unabhingige magnetische Fliisse ¢; und ¢9 einfilhrt und dann Ableitungen der
Zweiteilchenenergieniveaus FE, nach beiden Fliissen bildet, also

wp _ Ba
© 901092

c (66)
Fiir diese toplogische Kriimmung wird erwartet, dafl sie direkter mit Eigenschaften wie der
spektralen Statistik P(s) verkniipft ist [40] und deshalb ist es moglich, da8 fiir diese GroBe ein
kritisches Verhalten gleich dem in [19] gefundenen, auftritt. Andererseits ist es auch moglich,
daBl eine Universalitéit in den Verteilungen der Kriimmungen fiir verschiedene Félle kritischen
Verhaltens in anderen Energieniveaustatistiken einfach nicht vorhanden ist. Um das eingehender
zu untersuchen ist es insbesondere notwendig, auch solche anderen Félle kritischen Verhaltens
genauer zu betrachten. Beispielsweise wird aus den in [19] présentierten Daten nicht klar, ob
bei der doppeltlogarithmischen Auftragung von P(|k|) tatsdchlich ein Sdttigungswert fiir kleine
Kriimmungen erreicht wird, wie es die angegebene Approximationsformel (64) impliziert. An-
dererseits fiihrt eine Auftragung ohne logarithmische Skalenteilung dazu, daf3 die Verteilungen
noch schlechter voneinander unterschieden werden kénnen.

6.3 Verhalten auflierhalb der Bandmitte

Auflerhalb der Bandmitte ist das Verhalten deutlich vom bisher diskutierten verschieden. Da-
zu wurde in Abbildung 26 die Verteilung im Energiebereich [1,5 : 2] des Spektrums dargestellt.
Ohne Wechselwirkung zeigt die Verteilung P(|k|) der Kriimmungen dabei ein Minimum bei klei-
nen Kriimmungen und zudem ein Maximum in der Ndhe des Wertes der typischen Kriimmung
in diesem Fall. Dies wird sogar noch deutlicher, wenn die Unordnungsstédrke verringert wird.
Dieses Verhalten ist fiir den ballistischen Bereich von Einteilchenkriimmungen bekannt [57, 59],
wenn die typische freie Weglinge grofler als die Systemgrofe ist. Fiir Teilchen ohne Wechselwir-
kung ist man in der Bandmitte bei der gewéhlten Unordnung gerade in dem Bereich, dafi beide
Léngenskalen gleich sind und erreicht damit offensichtlich in den Zweiteilchenenergieniveaus den
ballistischen Bereich noch.

Mit méaBiger Wechselwirkung wird die Verteilung der Kriimmungen im Rahmen der erzielten
Genauigkeit dem vom GOE her bekannten Verhalten identisch, welches im Einteilchenfall typisch
fiir diffusives Verhalten ist. Das legt nahe, dafl die Wechselwirkung zwischen den Teilchen die
mittlere freie Weglédnge durch Streuprozesse reduziert und dadurch die Zweiteilchendynamik
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Abbildung 26: Detailbild der Statistik P(|c|) aus Abbildung 24 als Mittelung im Energiebereich [1,5 : 2] umge-
rechnet auf normierte Kriimmungen k = ¢/¢.

diffusiv macht. Dies deckt sich auch mit der Beobachtung der Verringerung der Kriimmungen
im Sinne einer Verringerung der Mobilitit der Teilchen.

Zeichnet man die Abbildung 26 fiir hohere Unordnungsstéirken, dhnelt das Bild zunehmend
der Darstellung 25. Der Einflul der Wechselwirkung kehrt sich in ihrer Auswirkung auf die
Form der Verteilung also um, ganz #hnlich wie es auch schon fiir die typischen Kriimmungen
beobachtet wurde.
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7 Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit wurden numerische Berechnungen von Kriimmungen von Energieniveaus
durchgefiihrt, um anhand dieser Groéfe Informationen iiber die Lokalisierung im Problem zweier
wechselwirkender Teilchen in ungeordneten eindimensionalen Systemen zu erhalten. Dabei hat
sich gezeigt, dafl die Auswertung von Verteilungen von Kriimmungen und die Bestimmung typi-
scher Kriimmungen ein geeignetes Mittel darstellen, den Einfluf} einer Wechselwirkung zu studie-
ren. Die typischen Kriimmungen geben den Einflufl einer Randbedingung auf die Energieniveaus
an, wodurch die Lokalisierung der Teilchen gemessen wird. Der numerische Aufwand dafiir ist
erheblich, liefert dafiir aber ein facettenreiches Bild, nach dem der Einflufl einer Wechselwirkung
in unterschiedlichen Bereichen vom Vorzeichen her verschieden ist. Im Fall grofler Unordnung
und entsprechend kleiner Kriimmungen fiihrt eine Wechselwirkung im Mittel zu einer Erhohung
der Kriimmungen, was fiir den in den letzten Jahren viel diskutierten Delokalisierungseffekt
einer Wechselwirkung spricht. Bei kleiner Unordnung hingegen werden die auftretenden grofien
Kriimmungen durch die Wechselwirkung verringert. Die Unterdriickung des Transports durch
eine Wechselwirkung, die man lange Zeit als generelles Phdnomen eingeschéitzt hat, ist demnach
zwar in bestimmten Bereichen vorhanden, verliert aber ihre Allgemeingiiltigkeit. Die Ergebnisse
dieser Arbeit stellen damit eine der ersten Beobachtungen dar, die die Widerspriiche zwanglos
auflosen, die dem Delokalisierungseffekt durch Wechselwirkung zunéichst anzulasten schienen.

Im Bereich des Umschlagpunktes des Einflusses der Wechselwirkung auf die auftretenden
Kriimmungen wurde eine Ein-Parameter-Abhéngigkeit von der Grofle der typischen Kriimmun-
gen im wechselwirkungsfreien Fall selbst gefunden. Die Kriimmungen miissen dazu dimensionslos
auf den mittleren Einteilchenniveauabstand bezogen werden. Dadurch kann der Wechsel zwi-
schen den beiden Bereichen durch ein Verhéltnis aus Lokalisierungslinge zu Systemgrofie fest-
gelegt werden, das bei etwa 1 zu 5 fiir abstoflende Wechselwirkung und 1 zu 6 fiir anziehende
Wechselwirkung liegt.

Gleichzeitig scheint das Auftreten kritischer Statistik in verschiedenen spektralen Eigen-
schaften und bestimmten Parameterbereichen im TIP-Problem nicht génzlich verstanden. Die
Ergebnisse dieser Arbeit, bei denen versucht wurde, auch anhand der Verteilung der Kriimmun-
gen einen Hinweis auf das Vorhandensein kritischer Statistik zu finden, haben gezeigt, daf sich
gegeniiber einem anderen Fall kritischer Statisik, nimlich dem Metall-Isolator-Ubergang im
dreidimensionalen Anderson-Modell, signifikante Unterschiede ergeben. Moglicherweise ist die
problemiibergreifende Universalitdt im Fall kritischer Niveaustatistik nicht so ausgeprigt, wie
im Fall anderer Universalitédtsklassen. Untersuchungen zu diesem Thema gestalten sich jedoch
aufwendig, da hierzu verschiedene Probleme behandelt und verglichen werden miissen.

Die aufgezeigten Moglichkeiten der numerischen Betrachtung des Einflusses auf Randbedin-
gungen ermutigen, die Methode fiir die Behandlung vieler offener Fragestellungen, die sich nicht
zuletzt auch in dieser Arbeit ergeben, einzusetzen. Eine detailierte Untersuchung des Grund-
zustandes und der ersten angeregten Zustinde ist insbesondere fiir die thermodynamischen
Figenschaften fundamental. Gleichzeitig erscheint es auf die Weise moglich, etwas mehr Teil-
chen oder auch hohere Dimensionen zu betrachten, denn der geringere numerische Aufwand bei
Reduzierung auf den Rand des Energiespektrums 1483t Erfolg in diese Richtung erhoffen.

Die bisherigen Resultate bei den begonnenen Untersuchungen von Modellen, die gleichzeitig
starke Unordnung und Wechselwirkung enthalten, sind vielversprechend und man kann hoffen,
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7 Zusammenfassung

dafl damit in naher Zukunft verschiedene bisher nicht verstandene experimentelle Ergebnisse
erklirt werden konnen, wie beispielsweise das Auftreten metallischen Verhaltens in ungeordneten

zweidimensionalen Schichten.
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A Bestimmung von Kriimmungen mittels Storungstheorie

Der Hamiltonoperator fiir ein Teilchen im Ring ohne Magnetfeld sei mit H; 4—o bezeichnet und
lautet
L-1

Hig=o= > (VDU — 11+ 1) = D +1]) . (67)

=0
Die Eigenzustinde und -energien sind die Losungen {[¢g), 5&0)} der Schrodingergleichung

Hig=oltba) = e tha) - (68)

Dabei ist der Hamiltonoperator H; ¢4—q eine reelle symmetrische Matrix. Deshalb kénnen auch
die Eigenvektoren {|14)} reell gewéhlt werden. Das bedeutet, da8 die Projektionen (1|1, ) reelle
Zahlen sind und somit (I|the) = (Yo |l) gilt.
Man kann einen Storoperator Sy einfiihren, der die Verdnderungen durch das Magnetfeld
enthélt:
L—1

Sp==3 (t=DI+ 1)+ - ) +1]). (69)
=0
Dabei bezeichnet ¢ das Hiipfmatrixelement nach Formel (21) und somit treten im Stéroperator
Sp nur Terme der Ordnung Eins und hoher im magnetischen Fluf§ ¢ auf.
Der Hamiltonoperator mit Magnetfeld H; wurde damit zerlegt in einen Hamiltonoperator
ohne Magnetfeld H; 4—o und einen Stoéroperator Sy, der die Korrekturen im magnetischen Fluf3
¢ beinhaltet:

Hi=Hig=0+ Sy - (70)

Nun kann man Stérungstheorie auf diese Zerlegung anwenden. In erster Ordnung ergibt sich fiir
die Korrektur der Eigenenergien aufgrund des Magnetfeldes

1) Am? ¢ N
eV = (alSaltra) = | T +0(6") | Y (Wall + 1)(Wall) (71)
1=0
In zweiter Ordnung Storungstheorie entsteht hingegen
o|S Syl 4 2.2 Plije
5&2) — Z (o ¢’(1é}§3><¢?0‘) ¢‘¢ 4 ¢ Z ‘ 1/}(,3’ | >’ O((b4) (72)

B €a” —Ep e

Dabei bezeichnet der Operator P bis auf einen Vorfaktor den Impulsoperator und lautet

L—1
P=3 (J+ 00— i +1]). (73)
=0

Die Korrekturen in héherer Ordnung Stérungstheorie enthalten nur noch Terme hoherer Ord-
nung als 2 in ¢. Die Krimmung ¢, = 626a/6¢2|¢:0 kann deshalb durch die ersten beiden
Ordnungen Storungstheorie exakt bestimmt werden. Man erhélt

9% 0%V | 92| a2 | !wﬁ\P!w )
e = 22| = — ST Wall + 1) (W) + > el (74)
0 |,y 08 |,y 09 |, I |5 b €& —ef)
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B Bedingung fiir das Verschwinden der ersten Ableitung

Man kann mit einer Stérungsrechnung die Ableitung der Energieniveaus e, nach dem magneti-
schen Flul ¢ bei endlichem Flufl ¢y bestimmen und diskutieren. Den Hamiltonoperator Hi 4,
fiir diesen FluB ¢ kann man in der Basis {|l)}, die in Formel (23) eingefiihrt wurde, schreiben
und erhé&lt B

H1,¢O—Zv_><_ g( W+ g+ )

- eXp{qubo}l ) (L = 1] — exp{—2migo}|L — 1) (0]. (75)

Man setzt die Losung {[1q), 6(()9)} fiir den ungestorten Fall an mit

Higoltba) = e ltha) - (76)
Als Storoperator mufl man nun den Einflul des Flusses ¢ an der Stelle ¢g verwenden:

Sp—po = —(exp{2mid} — exp{2migo})|0) (L — 1| — (exp{—2mip} — exp{—2mido})|L — 1) (0] .
(77)

Auf diese Weise erhélt man die fiir eine Stérungsrechnung gewiinschte Zerlegung
Hi = Hipo +Ss—gp - (78)
In erster Ordnung Stérungstheorie erhélt man

= (Va|Ss-golta) = 47 (¢ — ¢o)lm[exp{2migho }(¥a|0) (L — Lyha)] + O((¢ — 0)?) . (79)

Die Korrekturen in hoherer Ordnung Stérungstheorie enthalten nur noch Terme mindestens
quadratisch in ¢ — ¢g. Die erste Ableitung der Energieniveaus kann deshalb bereits mittels
erster Ordnung Storungstheorie exakt bestimmt werden.

aea 66((11) )
06 e = 90 = drlmlexp{2migo } (1a|0) (L — 1]tba)] (80)

An diesem Ausdruck kann man sofort erkennen, dafl die erste Ableitung fiir ganzzahlige 2¢
verschwindet. In diesem Fall ist ndmlich der Hamiltonoperator H; 4, reell und somit kénnen
auch die Eigenvektoren und deren Projektionen (i4|l) reell gewéhlt werden. Folglich sind an
diesen Stellen die ersten Ableitungen Null. B

Andererseits kann man auch zeigen, daf die erste Ableitung fiir nicht-ganzzahlige 2¢ nie ver-
schwinden kann, indem man den Ausdruck 80 unter Verwendung von Transfermatrizen umformt.
Dazu miissen diese Transfermatrizen bestimmt werden, die eine Interpretation der Schrédin-
gergleichung als Iterationsvorschrift fiir die Wellenfunktion darstellen. Unter Verwendung des
Hamiltonoperators (75) und der Schrodingergleichung (76) entstehen zunéchst die Ausdriicke

u 1 ¢0|¢a> = VO< |[%a) — exp{27m¢0}< — 1]tha) — ﬂwa> = 5a@¢a> ) (81a)
< ’Hl ¢>0W}a> = ﬂw > <l - 1\1/10) - <l + 1’¢o¢> = 504@#’0) ) (81b)
(L = 1[H1 g |Ya) = Vi-1(L — 1|¢pa) — (L — 2[tha) — eXp{_27”'¢0}@¢a> = ea(L — 1[ta) . (81c)
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B Bedingung fiir das Verschwinden der ersten Ableitung

Diese Gleichungen kénnen mit Matrizen umgeschrieben werden und man erhélt

o) \ [ Vo—ea —exp{2migo} {0[ta) )
(o )= [ o) (i ) (820)

To
l 1 e - Cw _1 l a
{Upa) 1 0 (I = 1]ta)
T
{0]%a) _ (Vi1 —ea) exp{2migg} — exp{2mido} (L — 1|va) (82)
(L —1[tha) 1 0 (L — 2[tha)
Tr-1

Mit den sogenannten Transfermatrizen Ty, ...,77_1 kann man nun schrittweise von einer Posi-

tion auf dem Ring zur néchsten Ringposition rechnen bis der Ring einmal komplett durchlaufen

(e \ (1)
( ©f6a) ) HQT < (0f¢a) ) (83)

Im Produkt aus den Transfermatrizen bemerkt man zunéchst, daf3 die Matrizen T7,...,717_9

ist.

reell sind. Auferdem 148t sich das Produkt To77,_1 bestimmen, wobei

ca) (Vi —2a) =1 ~(Vo — a) ) (84)

. Vo —
1T -1 = exp{2migo} < NC Vi, e 1

entsteht. Damit folgt

exp{—2migo} ( %Zj; ) - T( %Zzi ) 7 (85)

wobei T' = (Tj;) eine nicht néher spezifizierte reelle Matrix ist, also die Tj; reelle Zahlen sind.
Diese Matrixgleichung wird nun in Komponenten geschrieben.

exp{—2mido } (1Y) = T11(1[tba) + T12(0[¢a) , (86a)
exp{—2mido } (0ta) = To1(1[tha) + T22(0[tba) (86b)
Diese Zusammenhinge kann man nun verwenden, um zu zeigen, dafl die erste Ableitung nur

genau fiir ganzzahlige 2¢9 Null ist. Mit der Gleichung (81a) kann man die Formel (80) fiir die
erste Ableitung umschreiben zu

%2a
o
Unter der Annahme, daf in Gleichung (86a) T2 # 0 ist, folgt

= 4ArIm[(0[)a) ({1]ta))"] - (87)
$=¢o

Oca
99

= et | OPEZT0O T 3 (a7 (55)
p=do 12 N———
reell
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Die Ableitung ist fiir (1|¢)o) # 0 nur dann Null, wenn exp{—2mi¢o} reell ist. Dies bedeutet, daf

2¢o ganzzahlig ist.
Falls hingegen T12 = 0 ist, mufl nach Formel (86a) bereits gelten

(L[tha) (exp{—2migo } — T11) = 0. (89)

Fiir (1|¢4) # 0 folgt, daBl exp{—2mi¢p} reell und somit 2¢y ganzzahlig sein muf.

Bleibt schlieBlich zu diskutieren, was bei (1|1),) = 0 passiert. Dann wird Gleichung (86b) zu

(Otha) (exp{—2migp } — Th2) = 0. (90)

Entweder, es gilt analog zu oben, dafi exp{—2migo} reell ist oder da8 (0[¢),) bereits Null ist.
Doch im letzteren Fall erhédlt man durch Anwendung der Transfermatrizen ﬂ¢o¢> = 0 fiir alle [,
da ja bereits (0]tha) = (1]tha) = 0 gilt. Das ist keine giiltige Losung.

Damit wurde gezeigt, dal die erste Ableitung der Energieniveaus ¢, fiir beliebigen Flufl ¢q

genau an den Stellen mit ganzzahligen 2¢y verschwinden.

Oeqy

—a =0 <& 2¢¢ ganzzahlig (91)
0% ls=g0
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C Verfahren zur numerischen Berechnung von Kriimmungen

Es ist ein Verfahren gesucht, mit dem man die 2. Ableitung — Kriimmung genannt — einer nume-
risch berechenbaren Kurve ermitteln kann. Aufgrund des hohen Rechenaufwandes kénnen nur
wenige Punkte dieser Kurve berechnet werden, die zudem numerische Ungenauigkeiten aufwei-
sen. Auflerdem diirfen keine Punkte in Abhéngigkeit von bisherigen Abschétzungen berechnet
werden, da die Berechnung der Punkte nicht unabhéingig voneinander fiir jede Kurve und damit
fiir jede zu bestimmende Kriimmung ausgefiihrt werden kann.

Fiir eine symmetrische Kurve geniigt es, eine Seite beziiglich der Symmetrieachse zu be-
trachten. Die Ableitung kann man bestimmen, indem man die Kurve mit einer ebenfalls sym-
metrischen Funktion approximiert und die Ableitung dieser Funktion verwendet. Die Wahl der
Approximationsvorschrift und der Funktion ist dabei wesentlich fiir die Genauigkeit, mit der
die Ableitung der Kurve bestimmt wird.

Es hat sich herausgestellt, dafl es sinnvoll ist, ein einfaches Polynom als Approximations-
funktion f zu verwenden.

F(6) = a+t ged? (92)

Als gesuchte 2. Ableitung erhilt man auf diese Weise ¢. Um diesen Koeffizienten zu bestimmen,
werden zunéchst 4 Werte der Kurve an den Stellen 0, h, 2h und 3h bestimmt, die mit F(0), E(h),
E(2h) und E(3h) bezeichnet werden. Der Fehler A der Approximation ist durch die Summe der
Fehlerquadrate abschéitzbar und soll moglichst klein sein.

A = (E(0) = f(0)* + (E(h) = f(h))* + ar(E(2h) — f(2h))* + a2(E(3h) — f(3))*  (93)

Die Parameter a1 und ag geben eine Wichtung an und kénnen zunéchst beliebig variiert werden,
sollten jedoch im allgemeinen positiv sein. Die Variation dieser Parameter verdndert den Einfluf3
der betreffenden Punkte im Fehler A. Das erhoht die Flexibilitdt bei sehr kleinen und sehr grofien
Kriimmungen.

Die Bedingung, daf3 der Fehler A minimal sein soll, fithrt zu den Gleichungen

A A
0N OA _

= _ = 0. 4
Oa " Oe 0 (94)

Dieses lineare Gleichungssystem kann man nach ¢ auflésen und erhélt

_ E(0)By + E(h) By + E(2h) By + E(3h) By

, 95
h2(1 + 251 + 1459 + 250[10[2) ( )
wobei
B0:—2—8a1—18a2, 31:2—6a1—16a2,
By = 1401 — 10 ain B3 = 34ao + 10 s .

Bevor man diese Formel einsetzen kann, ist es notwenig, giinstige Werte fiir A~ und die Wich-
tungsparameter oy und «o festzulegen. Dabei hilft die Annahme weiter, dafi die Kurve nicht
exakt der Funktion f entspricht, sondern auch hohere Ableitungen besitzen kann. Im einfachsten
Fall kann man eine zusétzliche 4. Ableitung im Ursprung annehmen.
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C Verfahren zur numerischen Berechnung von Kriimmungen

E

0 ¢

Abbildung 27: Ausgehend von wenigen Punkten einer Kurve soll die Kriitmmung an der Symmetrieachse ¢ = 0
numerisch bestimmt werden.

Ey(¢) = as + %csqﬁQ + 2—14e5¢4 (96)

Allerdings wiirde die numerische Berechnung nicht exakt diese Werte fiir E(¢) liefern (selbst
wenn die Kurve exakt mit diesem Polynom 4. Grades tibereinstimmen wiirde), da man nume-
rische Fehler beriicksichtigen mufl. Um dies zu beachten, kann man eine Gaufverteilung der
Breite o fiir die numerisch bestimmten E(¢) um F4(¢) annehmen.

P(E,¢) = 1 exp{_lw} (97)

2wo 2 o2

Damit 148t sich die Wahrscheinlichkeit P(c) ermitteln, mit der die Kriimmung ¢ bestimmt wird.
Als Parameter gehen nur noch die Breite der Wahrscheinlichkeitsverteilung der vorgegebenen
Punkte o, die Grofle der angesetzten 4. Ableitung e., der Punktabstand h sowie die verwendeten

Wichtungen a7 und as ein.

P(c) = / dF, / dE;, / dEap / dEs P(Eo, 0)P(Ep, h)

_ EoBy + EpBy + Egp By + EshB:s}
h2(1 + 251 + 1459 + 250[10[2)

« P(Eap, 2h) P(Esn, 3h)5 {c

Durch Losen der Integrale erhilt man folgenden Ausdruck

cs —c+1)?
P(c):\/%a exp{—%%} (99)

mit

VB3 + B} + B3 + B3
h2(1 + 251 + 145a9 + 250[10[2) ’
1 o1 4+ 10901 + 32501 a2 + 136909

T=—

12°" "1 5 25a; + 25aran + 1450,

Oc =

Fiir die 2. Ableitung entsteht eine gaufiférmige Wahrscheinlichkeitsverteilung der Breite o, die
um 7 vom tatsdchlichen Wert ¢ verschoben ist. Die 2. Ableitung ist besonders gut bestimmbar,
wenn die Groflen o, und 7 klein sind. Insbesondere kann man die Summe S aus den Quadraten

von o, und 7 betrachten.
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C Verfahren zur numerischen Berechnung von Kriimmungen

S=o+7 (100)

Man sollte a; und as so wahlen, daff S minimal ist. Damit enstehen die Gleichungen

05 _, 05 _

dor " Bag 0. (101)

Die Losungen fiir optimale aq und aso lauten

4802 +1007¢2n®
4802 4+ 1909e2h8”’
80?2 —3elh®
802+ T79e2h8

aq

%) (102)
Man beachte, dafl bei sehr groien 4. Ableitungen kleine negative Werte fiir ap auftreten kénnen.
Das ist in genau diesem Fall auch sinnvoll.

Setzt man diese Losungen fiir oy und «s in 0., 7 und S ein, erhilt man eine Abschitzung
fiir die tyischen Fehler. Als einziger freier Parameter tritt dann nur noch h auf. Man kann also

noch das Minimum von S(h) suchen und erhélt

1/4 1/4
h = 2147994777 Y8 (177337 — 4511/99145) /8 (g) ~ 0,805 <65) . (103)
S S
Es war allerdings gefordert, dafl h zu Beginn festgelegt werden muf. Man kann die letzte Formel
also nur zur Abschétzung der Grofle von h verwenden.
AuBerdem wird ey fiir die Berechnung der Wichtungsparameter (wie auch o, das jedoch
bekannt sei) benotigt. Fiir die Abschitzung von es kann man ein gerades Polynom 4. Grades

verwenden.
1 2 1 4
fa(@) = as + gead” + gread (104)

Man bestimmt analog zu oben die Summe der Fehlerquadrate Ay, wobei jedoch keine Wichtung

eingefiithrt wird.
Ay = (B(0) = f4(0))* + (B(h) — fa(h))* + (E(2h) — fa(2h))* + (E(3h) — fa(3h))*  (105)

Die Minimierung von Ay fithrt zu dem Gleichungssystem

0Ay 0Ay 07y
6a4 0 ’ 664 0 ’ 664 0 ( 06)

Die Losung e4 wird als Niherung fiir e; verwendet:

ey ey = @(96E(3h) _ 214E(2h) — 8E(h) + 126E(0)). (107)

Nun kann man das Verfahren zusammensetzen. Es besteht aus folgenden Schritten:
e Berechnung von vier Punkten der Kurve E(0), E(h), E(2h) und E(3h)

e niherungsweise Bestimmung der 4. Ableitung nach (Formel 107)
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C Verfahren zur numerischen Berechnung von Kriimmungen

e Berechnung der giinstigsten Wichtungsparameter oy und s geméf (102)
e Bestimmung der 2. Ableitung mittels Formel (95)

Vor dem Einsatz sollte der Einflufl der Parameter A und ¢ an moglichst realitdtsnahen Kur-
venbeispielen, fiir die das Verfahren angewendet werden soll, getestet werden. Insbesondere ist
sicherzustellen, dafl eine Variation von h um den spiter eingesetzten Wert, keine erhebliche
Auswirkung auf die ermittelten Kriimmungen hat.
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