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1 Einleitung

Die Festkorperphysik bildet seit vielen Jahrzehnten einen Schwerpunkt physikali-
scher Untersuchungen in experimenteller wie auch theoretischer Hinsicht. Der ra-
sante technologische Fortschritt der letzten Jahrzehnte ist in erheblichem Mafle
ein Resultat dieser Bemiihungen. In zahlreichen aktuellen Experimenten zeichnen
sich immer wieder Meilensteine fiir die zukiinftige Entwicklung ab. Dabei ist ein
theoretisches Verstédndnis, das beispielsweise zur Extraktion wesentlicher physika-
lischer Befunde und ihrer systematischen Erfassung beitrigt oder die Vorhersage
von Parameterabhéngigkeiten und nutzbaren Effekten erlaubt, in der Regel unab-
dingbar. In diesem Zusammenhang ist die Entwicklung und Anwendung méglichst
einfacher Modelle und geeigneter Methoden, anhand derer die physikalisch wesent-
lichen Punkte herausgearbeitet werden konnen, entscheidend. In dieser numerisch
orientierten Arbeit werden dazu Phasenraum- und Zufallsmatrixmethoden heran-
gezogen.

Eine prinzipiell und insbesondere auch fiir viele Anwendungen sehr bedeuten-
de FEigenschaft von Festkorpern ist die elektrische Leitfihigkeit. Von besonderem
Interesse sind dabei sogenannte Metall-Isolator-Ubergiinge, bei denen die elektri-
sche Leitfahigkeit als Funktion intrinsischer oder duflerer Parameter im Sinne eines
Phaseniibergangs zwischen metallischem und isolierendem Verhalten wechselt.

Eine Moglichkeit, dass trotz der Existenz nicht atomar gebundener Elektro-
nen isolierendes Verhalten im Festkorper auftritt, wird im Rahmen des Anderson-
Modells diskutiert [1]. Dazu wird Unordnung im System als Ursache einer Lokalisie-
rung der Ladungstriger betrachtet und gleichzeitig die Wechselwirkung zwischen
den Elektronen ignoriert. Diese Beschreibung ist in vielen Féllen duflerst erfolg-
reich [2]. Gerade in jiingster Zeit hat dieses Problem aber wieder erheblich an
Interesse gewonnen [3], da neue experimentelle Befunde prinzipielle Abweichungen
von den Vorhersagen des Anderson-Modells aufzeigen, beispielsweise metallisches
Verhalten in zwei Dimensionen [4]. Das bedeutet, dass die Vereinfachungen, die in
dem Modell vorgenommen wurden, bisweilen zu rigoros sind. Ein wahrscheinlicher
Grund ist die Vernachlissigung der Wechselwirkung der Ladungstrager untereinan-
der, deren Einbeziehung die theoretische Behandlung allerdings erheblich erschwert.
Hier stellt sich natiirlich auch die Frage nach methodisch neuen Herangehensweisen.

In dieser Arbeit soll der insbesondere bei chaotische Problemen in der klassischen
Mechanik und Semiklassik héufig eingesetzte Phasenraum auf Metall-Isolator-Uber-
gange und diffusiven Transport in ungeordneten Systemen iibertragen werden [5,
6, 7]. Anhand numerischer Untersuchungen lassen sich dabei neue Einblicke in die
Mechanismen von Lokalisierung beziehungsweise Delokalisierung in ungeordneten

1
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1 FEinleitung

Systemen gewinnen, die bereits ohne Beriicksichtigung einer Wechselwirkung zwi-
schen den Teilchen diskutiert werden koénnen [8, 9, 10, 11, 12, 13]. In einer Di-
mension ist der dann zweidimensionale Phasenraum graphisch darstellbar. Neben
dem Anderson-Modell wird hierbei auch das Aubry-André-Modell [14, 15] heran-
gezogen, in dem bereits in einer Dimension ein Phaseniibergang stattfindet [16].
Dagegen ruft im Anderson-Modell in einer und in zwei Dimensionen bereits eine
beliebig kleine Unordnung eine Lokalisierung aller Zusténde bei hinreichender Sys-
temgrofle hervor. Erst ab drei Dimensionen entsteht einen Bereich mit metallischer
Leitfahigkeit [17, 18, 19].

Trotz der bei einer Phasenraumanalyse im Vergleich zum urspriinglichen Problem
verdoppelten Dimensionalitét ist es gleichzeitig eine Stérke des Phasenraums, dass
darin Orts- und Impulsinformationen gleichzeitig erfasst werden. Insbesondere ist
diese Beschreibung geeignet, um sowohl lokalisierte Zustédnde im Impulsraum, wie
sie bei der Bewegung freier Teilchen auftreten, als auch Lokalisierung im Ortsraum
bei starker Unordnung zu erfassen. Aufgrund der Heisenbergschen Unschérferela-
tion konnen die konjugierten Variablen Ort und Impuls jedoch nicht gleichzeitig
scharf bestimmt sein. Es stellt sich nun heraus, dass diese quantenmechanische
Eigenschaft zu einer physikalisch sehr interessanten Sichtweise beziiglich des Auf-
tretens von Metall-Tsolator-Ubergéngen fiithrt, die sich im Phasenraum deutlich of-
fenbart. In der Orts- und Impulsdarstellung der Zusténde, bei denen die jeweils
konjugierte Koordinate nur indirekt enthalten ist, ist die gleichzeitige Berticksich-
tigung von Orts- und Impulsinformation hingegen nicht direkt gegeben.

In der darauffolgenden Anwendung der Phasenraummethoden auf wechselwir-
kende Probleme werden die numerischen Untersuchungen allerdings durch die zur
Verfiigung stehende Rechenleistung eingeschrénkt, so dass nur kleine Systemgrofien
und Teilchenzahlen betrachtet werden kénnen. Die Analyse wird dabei Grenzen in
der physikalischen Relevanz von Delokalisierungseffekten [3] aufzeigen, die im Rah-
men solcher Modelle auftreten.

Uberaus interessante Perspektiven fiir numerische Untersuchungen wechselwir-
kender Probleme ergeben sich aber im Rahmen von Zufallsmatrixmodellen [20].
In diesem Zugang sind ndmlich zahlreiche Eigenschaften von Energiespektren und
Wellenfunktionen bereits fiir sehr kleine Systemgrofien universell. Dabei werden die
physikalischen Details der Probleme abgesehen von gewissen Symmetrieeigenschaf-
ten komplett vernachléssigt. Um nun den Einfluss einer Wechselwirkung zwischen
Teilchen zu studieren, wird ein Einteilchen-Zufallsmatrixmodell um eine geeigne-
te Wechselwirkung ergénzt [21, 22]. Damit ergibt sich ein gut handhabbares Mo-
dell, das im Rahmen dieser Arbeit fiir statistische Analysen von Leitfahigkeitsspit-
zen der Coulomb-Blockade in Quantenpunkten eingesetzt wird [23, 24, 25]. Neben
einer schliissigen Erklarung [21, 22, 26] verschiedener experimenteller Ergebnis-
se [27, 28, 29, 30] zeigen sich dabei zahlreiche Perspektiven fiir zukiinftige Unter-
suchungen.

Im folgenden Kapitel werden zunéichst Einteilchenmodelle ungeordneter Systeme
eingefiihrt. Danach wird die Methode des Phasenraums im Rahmen der Quanten-
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mechanik erldutert und geeignete Untersuchungsmethoden fiir ungeordnete Syste-
me vorgeschlagen. Das Potential dieser Herangehensweise wird im vierten Kapi-
tel zundchst anhand von Einteilchenmodellen studiert. AnschlieSend wird auch der
Fall zweier wechselwirkender Teilchen diskutiert. Im fiinften Kapitel wird schliellich
ein Zufallsmatrixmodell mit Wechselwirkung besprochen, das im sechsten Kapitel
zur statistischen Untersuchung von Leitfahigkeitsspitzen der Coulomb-Blockade in
Quantenpunkten verwendet wird.
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2 Einteilchenmodelle ungeordneter
Systeme

In diesem Kapitel werden ausgewihlte Einteilchenmodelle fiir die Beschreibung
quantenmechanischer Teilchen in ungeordneten oder quasi-ungeordneten Systemen
eingefithrt. Unter Beriicksichtigung der Statistik der Teilchen ist damit auch der
Fall vieler, jedoch untereinander nicht wechselwirkender Teilchen enthalten. Die
nachfolgend verwandte Schreibweise der zweiten Quantisierung erlaubt diese Mehr-
teilcheninterpretation explizit.

2.1 Das Anderson-Modell

2.1.1 Einfithrung des Modells

Im Jahre 1958 diskutierte Anderson ein Modell fiir ungeordnete quantenmechani-
sche Systeme [1]. Eine etwas modifizierte Version des in dieser Arbeit vorgestellten
Modells hat sich in den darauf folgenden Jahrzehnten als ein iiberaus fundamenta-
les Modell der theoretischen Festkorperphysik herausgestellt[2] und wird seither in
der Literatur als Anderson-Modell bezeichnet!. Die Idee des Modells ist, ein unge-
ordnetes System mittels eines Zufallspotentials zu beschreiben. Zusammen mit der
kinetischen Energie entsteht nun ein interessantes und grundlegendes Modell. Im
Folgenden sollen die einzelnen Bestandteile dieses Modells kurz besprochen werden.

Die kinetische Energie auf einem Gitter wird in Ortsdarstellung durch so ge-
nannte Hiipfprozesse beschrieben. Die Hiipfterme entstehen bei der Diskretisierung
der kinetischen Energie auf einem Gitter mit der Gitterlinge a mittels Differen-
zenquotienten. Nach einer geeigneten Verschiebung der Energieskala bleiben dabei
nur Kopplungen benachbarter Gitterplitze iibrig und man erhélt fiir die kinetische

Energie:
T=—t Z e, (2.1)

Die ¢ und ¢, sind Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auf einem Gitter-
platz n. Die Anzahl der Gitterpldtze mag zunéchst endlich oder auch unendlich
sein. Die Schreibweise < m,n > kennzeichnet die Summation iiber benachbarte

'Es sei angemerkt, dass es aus einer anderen Arbeit Andersons [31] ein zweites Modell gibt,
das in der Literatur ebenso als Anderson-Modell bezeichnet wird. Dort wird die Lokalisierung
magnetischer Zustdnde an einer einzelnen Storstelle diskutiert.
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2 Einteilchenmodelle ungeordneter Systeme
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der Dispersionsrelation eines freien Teilchens
in einer Dimension im Kontinuum (links) und auf einem Gitter (rechts).

Gitterplatze, wodurch in dieser Summe mehrere Raumrichtungen mit berticksich-
tigt werden. SchlieSlich ist die Wahl des Vorfaktors ¢ nur ein Skalierungsfaktor fiir
die Energieskala. Es ist iiblich ¢ = 1 anzusetzen. Dabei sollte beachtet werden,
dass eine Anderung der Gréfie des betrachteten Gitters keine Verbesserung der
Auflosung des diskreten Modells bedeutet, sondern direkt die Systemgrofie dndert,
denn die Gitterldnge a wurde bei diesem Schritt in der Energieskala absorbiert.

In Abbildung 2.1 ist die Dispersionsrelation eines freien Teilchens in einer Di-
mension im Kontinuum und auf einem Gitter schematisch gegeniibergestellt. In
beiden Fallen sind die Losungen der stationéren Schrodinger-Gleichung ebene Wel-
len der Form v (x) ~ exp(ikz), wobei k die Wellenzahl angibt. Erwartungsgeméaf
ist die Ubereinstimmung zwischen kontinuierlichem und diskretem Modell sehr gut
fiir kleine Energien, das heifit also auch fiir kleine Impulse p und somit kleine Wel-
lenzahlen k. Diese sehr gute Ubereinstimmung sieht natiirlich ab von der explizit
erzeugten Verschiebung der Energieskala bei der Diskretisierung.

Vollig anders sieht die Situation freilich fiir hohe Energien aus. Im Kontinuum
kann der Impuls p, die Wellenzahl k£ und somit auch die Energie beliebig hohe Wer-
te annehmen. In einem diskreten Modell ist die Wellenzahl hingegen betragsméssig
durch 7 /a beschréinkt, da hohere Oszillationen auf einem Gitter nicht aufgelost wer-
den koénnen?. Die Einschrinkung in der Energie ergibt sich auch direkt aufgrund
der Endlichkeit des Hilbert-Raumes auf einem ebenso endlichen Gitter. Die Disper-
sionsrelation wird dabei kosinus-formig. Das somit entstandene Energie-,,band“ ist
aber ein durchaus erwiinschter Effekt bei der Modellierung eines Festkorpers, da
dort aufgrund der Gitterperiodizitit ebenfalls Energiebédnder auftreten.

Eine weitere Auswirkung bei endlicher Systemgréfe ist in Abbildung 2.1 gar nicht
dargestellt, ndmlich die Wellenzahlquantisierung aufgrund von Randbedingungen.
Das ist beispielsweise fiir periodische Randbedingungen der Fall, bei denen die
Systemgrofle L in der entsprechenden Raumdimension ein Vielfaches ¢ der Periode

2Die Beschriinkung der Wellenzahl erfolgt analog zum so genannten ,sampling theorem® [32],
bei welchem jedoch Effekte durch endliche Zeitauflosung betrachtet werden.
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2.1 Das Anderson-Modell

der ebenen Wellen 27 /k sein muss, so dass gilt:

k; = 2%2 (2.2)
Neben der Ganzzahligkeit von ¢ kann hier beispielsweise —L/2 < i < L/2 gefordert
werden. Man muss sich fiir den Wellenzahlindex 4 auf ein Intervall der Lange L
beschrénken, denn ein Hinzufiigen von Vielfachen von 27 zur Wellenzahl &ndert die
ebenen Wellen beziiglich des Gitters nicht. Zur Verdeutlichung der Diskretisierung
der Wellenzahl k& wurde der Index ¢ explizit mitgeschrieben.

Die kinetische Energie auf einem Gitter allein ist natiirlich wenig spektakulér
und ebenso wenig spezifisch fiir das Anderson-Modell. Bei diesem geht es vielmehr
darum, den Einfluss von Unordnung auf ein quantenmechanisches Problem zu stu-
dieren. Diese Unordnung wird im Anderson-Modell durch ein Zufallspotential v,
auf den einzelnen Gitterpléatzen n modelliert:

V=W Z v,che, (2.3)

Die Zufallszahlen v, werden im Anderson-Modell untereinander unkorreliert ge-
wihlt. Des weiteren ist es iiblich, fiir die Zufallszahlen v,, eine Kastenverteilung iiber
das Intervall [—1/2;1/2] zu verwenden, so dass jede Zahl in diesem Intervall mit
der selben Wahrscheinlichkeit auftritt. Die Wahl dieser besonderen Verteilung ist
lediglich Konvention — das Modell verhélt sich fiir andere unkorrelierte kontinuier-
liche Zufallsverteilungen ganz &hnlich. Der Vorfaktor W gibt die Unordnungsstérke
an.
Der Hamilton-Operator des Anderson-Modells lautet somit:

H=T+V=—t Z e, + WZvnchn (2.4)

<m,n>

Dieses Modell soll spéater im Kontext dieser Arbeit eingesetzt werden. Zuerst ist
nun aber ein guter Zeitpunkt, einige historische und in Zusammenhang mit dieser
Arbeit besonders bedeutende Erkenntnisse iiber das Anderson-Modell genauer zu
diskutieren.

2.1.2 Ein-Parameter-Skalentheorie

Zunéchst war Anderson in der schon zitierten Arbeit [1] auf der Suche nach ei-
nem Modell, dass zu Lokalisierung der Energieeigenfunktionen im Ortsraum fiihrt.
Diese so genannte Anderson-Lokalisierung, an einem Beispiel dargestellt in Ab-
bildung 2.2, wird charakterisiert durch einen exponentiellen Abfall der Wellen-
funktion auf der Skala der dazu eingefiihrten Lokalisierungslidnge £. Neben dem
Unordnungsterm (2.3) betrachtete Anderson dabei einen Hiipfterm auf dem eindi-
mensionalen Gitter, der jedoch nicht nur néchste Nachbarn koppelt, sondern mit

7
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2 Einteilchenmodelle ungeordneter Systeme
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Abbildung 2.2: Darstellung der Lokalisierung einer Wellenfunktion im Ortsraum. Die
Grofle € gibt die Lokalisierungsldnge an. Sie ist durch den exponentiellen Abfall der
Wellenfunktion bestimmt.

dem Abstand der Gitterplitze |r| mit mindestens |r|™3 abfallen sollte. Anderson
konnte nun zeigen, dass im Fall kleiner Hiipfamplitude im Verhéltnis zur Unord-
nungsstirke Lokalisierung dhnlich Abbildung 2.2 auftritt. Mott und Twose haben
etwas spiter bewiesen [33], dass diese Lokalisierung ein generelles Phianomen im
Anderson-Modell (2.4) in einer Dimension ist. Das ist nur an die Bedingung ge-
kniipft, dass die Unordnungsstérke ungleich Null ist und die Systemgroéfie grof ge-
nug gewahlt wird. Dieses Verhalten war zunéchst so nicht erwartet worden, denn es
bedeutet ja, dass ein beliebig kleines Unordnungspotential auch fiir energetisch sehr
viel hoher liegende Zusténde (beziiglich der Unordnung) bereits zur Lokalisierung in
einer Dimension fithrt. Ursache bildet die Uberlagerung der Riickstreueffekte vieler
kleiner Potentialwiille.

Nachdem nunmehr eine theoretische Modellierung fiir das Auftreten lokalisierter
Zusténde in ungeordneten Festkorpern vorhanden war, stellte sich sehr schnell die
Frage, unter welchen Bedingungen genau solch eine Lokalisierung iiberhaupt statt-
findet. Das ist auch von experimentellem Interesse, da die Lokalisierung der Quan-
tenzustdnde zur Unterdriickung des Leitwerts bei vernachlédssigbarer thermischer
Anregung fiihrt. In der schon zitierten Arbeit [33] konnte beispielsweise nur der
eindimensionale Fall behandelt werden, was die Autoren selbst als unbefriedigend
einstuften. Erst erheblich spéter erzielten Abrahams und andere [17] eine fiir belie-
bige Dimensionen giiltige Analyse im Rahmen einer Ein-Parameter-Skalentheorie.
Es stellte sich heraus, dass die logarithmische Ableitung

_dlng
~dInL

B(g) (2.5)

eine Funktion nur eines Parameters, ndmlich des Leitwerts g ist. Die Autoren konn-
ten zeigen, dass diese Funktion ((g) qualitativ das in Abbildung 2.3 gezeigte Ver-
halten aufweist. Gleichzeitig gibt diese Skalenfunktion geméfl ihrer Definition an,
wie sich der Leitwert g bei Verdnderung der Systemgrofle L verhélt. Das Vorzei-

8
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2.1 Das Anderson-Modell

®

Abbildung 2.3: Qualitatives Verhalten der Skalenfunktion 3(g) in unterschiedlichen Di-
mensionen d gemif der Ein-Parameter-Skalentheorie [17].

chen der Skalenfunktion 3(g) bestimmt, wie sich der Leitwert beim Ubergang zu
makroskopischen Proben fortsetzt. Wahrend der Leitwert fiir negative 3(g) mit zu-
nehmender Systemgrofie L immer weiter abnimmt, steigt er im Fall positiver Werte
fiir 5(g) mit der Systemgrofie an. Das Vorzeichen von ((g) legt demnach fest, ob
makroskopisch metallisches oder isolierendes Verhalten vorliegt.

Neben der blofen Existenz der Skalenfunktion ((g) ist es natiirlich auch ent-
scheidend, das qualitative Verhalten insbesondere hinsichtlich des Vorfaktors zu
ermitteln. Aufgrund der grofien Bedeutung insbesondere auch im Rahmen dieser
Arbeit soll eine anschauliche Erkldrung fiir das Verhaltens der Skalenfunktion im
Folgenden kurz vorgefiihrt werden. Eine zusammenfassende Ubersicht mit rigoro-
seren Darstellungen ist beispielsweise in [18] enthalten.

Der Grenzfall grofler Leitfahigkeit ist durch einen ohmschen Leiter gegeben. Im
eindimensionalen Fall ist der Leitwert dann umgekehrt proportional zur System-
groffe L. Fiir d = 2 ist der Leitwert einer Probe hingegen konstant, weil neben
der Lange auch die Breite variiert wird. In drei Dimensionen ergibt sich sogar eine
Proportionalitédt des Leitwerts mit der Systemgrofle, da die Fléache hier quadratisch
mit der Systemgrofle steigt, die Léange jedoch nach wie vor linear. Also ergibt sich
im Grenzfall metallischer Leitfahigkeit

g(L) ~ L2, (2.6)
Fiir die Skalenfunktion (3(g) ergibt sich damit
plg) =d—=2. (2.7)

Im Grenzfall stark lokalisierter Zusténde, also sehr kleinen Leitwerts fiir Systeme
deutlich grofler als die Lokalisierungsliange &, kommt hingegen der exponentielle
Abfall in der Ortsausdehnung der Zustéinde zum Tragen. Folglich gilt

g(L) ~ exp(=L/¢) (2.8)

9
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2 Einteilchenmodelle ungeordneter Systeme

und somit
B(g) = In g + const. (2.9)

Unter der Annahme, dass die Skalenfunktion stetig und monoton ist [18], ergibt sich
allein im dreidimensionalen Fall (sowie fiir hohere Dimensionen) fiir grofie Leitfahig-
keiten ein positiver Wert fiir die Skalenfunktion (3(g). Das heifit insbesondere, dass
in einer und zwei Dimensionen bei beliebig geringer aber endlicher Unordnung stets
lokalisierte Zusténde vorliegen, sofern nur das betrachtete System gentigend grofl
gewahlt wird. In drei Dimensionen existiert hingegen eine kritische Leitfdhigkeit.
Unterhalb dieser Schwelle tritt Lokalisierung der Zusténde fiir hinreichend grofle
Systeme auf, wihrend oberhalb der Schwelle die Zustdnde auch fiir beliebig grofle
Systeme raumlich delokalisiert bleiben. Diese kritische Leitfdhigkeit definiert damit
einen Phaseniibergang des Systems.

Im Anderson-Modell findet man diesen Phaseniibergang als Funktion der Un-
ordnungsstirke W wieder. Fiir Zusténde in der Bandmitte wurde die kritische Un-
ordnungsstirke numerisch erstmals von MacKinnon und Kramer [19] bestimmt.
Dieser so genannte Anderson-Metall-Isolator-Ubergang tritt bei einer Unordnungs-
starke von W, ~ 16.5 auf. Fiir Zustande an den Réndern des Bandes tritt die
Lokalisierung schon bei geringerer Unordnungsstérke auf, denn in Richtung zu den
Bandréndern hin werden die Zustédnde zunehmend aus Ortsraum-Eigenfunktionen
zusammengesetzt, die entsprechend tief in nicht zu weit entfernten Potentialmulden
liegen. In dem Zusammenhang kann somit auch ein Metall-TIsolator-Ubergang beob-
achtet werden, der nicht durch Variation der Unordnungsstérke entsteht, sondern
durch Verschieben der Fermikante im Spektrum. Dies ist experimentell sehr viel
einfacher beobachtbar und fiihrt zu Beweglichkeitskanten [34] im Energiespektrum.

2.1.3 Diffusiver Bereich und Niveaustatistik

Die delokalisierten Zusténde bei nicht zu geringer Unordnung, die man im Anderson-
Modell beobachten kann, sind aber keineswegs durch rein ballistisches Verhalten ge-
kennzeichnet. Ballistisches Verhalten bedeutet, dass Wellenpakete ungestreut durch
das System propagieren konnen. Im Gegensatz dazu findet man ab dem zweidi-
mensionalen Fall einen Unordnungsbereich, in dem die Wellenpakete immer wieder
gestreut werden, dabei aber noch nicht lokalisieren. Der Abstand der Streuprozesse
wird durch die mittlere freie Weglédnge [ charakterisiert. Es ist klar, dass diese mitt-
lere freie Wegldange kleiner als die Lokalisierungsléange sein muss, denn das Auftreten
der Streuprozesse ist auch die Ursache fiir Lokalisierung. Es gilt also stets [ < £. Im
eindimensionalen Fall fithrt die Streuung aber auch gleichzeitig zwingend zur Lo-
kalisierung, denn die Streueffekte wirken hierbei immer zwangslaufig riickstreuend.
Die mittlere freie Weglidnge und die Lokalisierungsléinge sind damit von gleicher
Groflenordnung und skalieren als Funktion der Unordnungsstérke gleich.

Viel interessanter ist der Fall von Dimensionen grofler als Eins. Dort ergibt sich
die Moglichkeit diffusiven Verhaltens, bei der die mittlere freie Weglénge klein ge-
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Abbildung 2.4: Beispiele fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen p(s) der Abstéinde s be-
nachbarter Energieniveaus.

gen die Lokalisierungslénge ist. Bevor zunehmende Unordnung zu einer Lokalisie-
rung auf einer betrachteten Langenskala fithrt, wird also zunéchst bei kleinerer Un-
ordnungsstéirke ballistischer Transport durch Streuprozesse unterbunden und statt
dessen diffusiver Transport erreicht. Dieser diffusive Transport wurde zunéchst an
seinen Auswirkungen auf das Energiespektrum beobachtet und diskutiert. Sowohl
analytische wie auch numerische Studien [35, 36| zeigen, dass die Energiespektren in
diesem Fall weitgehend denen von Zufallsmatrizen [20] entsprechen. Prominentestes
Beispiel ist dabei die Verteilung p(s) der Absténde s zwischen benachbarten Nive-
aus im Spektrum. Die Niveauabstédnde s werden dabei {iblicherweise dimensionslos
in Einheiten des mittleren Niveauabstands A angegeben.

Fiir das Anderson-Modell ohne Spin und ohne Magnetfeld (2.4) ergibt sich im
diffusiven Bereich die Wigner-Verteilung fiir Zufallsmatrizen der Symmetrieklasse
des Gaufischen Orthogonalen Ensembles (GOE). Diese Symmetrieklassen bezeich-
nen dabei die Invarianz des Matrizen-Ensembles unter gewissen Transformationen,
in diesem Fall orthogonalen Transformationen. An dieser Stelle sind keine weiteren
Details notwendig, es sei aber darauf hingewiesen, dass bei der Einfithrung von
Wechselwirkungen im Rahmen eines Zufallsmatrixmodells in Kapitel 5 solche Sym-
metrieiiberlegungen detailierter dargestellt werden. Beim Gauflschen Orthogonalen
Ensemble ergibt sich fiir die Niveauabstandstatistik:

7r 7r
PcoE(s) = 55 exp {—132} . (2.10)

Im Fall mit Magnetfeld, der spater in dieser Arbeit von Bedeutung sein wird, ergibt
sich im diffusiven Bereich hingegen ein Zufallsmatrixverhalten aus der Symmetrie-
klasse des Gaufischen Unitéren Ensembles (GUE), namlich

32 4
peue(s) = FSQ exp {—;82} : (2.11)
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Beide Verteilungen sind in Abbildung 2.4 dargestellt. Bemerkenswert ist, dass keine
energetischen Entartungen von Zusténden auftreten, denn es gilt pcor/cur(0) = 0.
Man nennt diesen Effekt NiveauabstoBung, die ein Ergebnis der vielfaltigen Kopp-
lung aller Zustdnde in der Basis der zugrundeliegenden Zufallsmatrix ist.

Im diffusiven Bereich des Anderson-Modells ist die NiveauabstoBung ein Zeichen
dafiir, dass sich benachbarte Zustdnde rdumlich tiberlappen, was insbesondere be-
deutet, dass die Zusténde rdumlich {iberhaupt ausgedehnt sind. Liegen hingegen
aufgrund starker Unordnung lokalisierte Zusténde vor, entspricht die Niveauab-
standsstatistik einer Poisson-Statistik

PPoisson = eXp(_S> . (212)

Die Ursache fiir diese Verteilung ist, dass lokalisierte Zusténde eine Energie besitzen,
die allein durch die Potentialstruktur im Lokalisierungsbereich bestimmt ist. Nicht
iiberlappende, lokalisierte Zustédnde besitzen deshalb eine voneinander unabhéngige
Energie, denn die Potentialstruktur im Anderson-Modell ist rdumlich unkorreliert
gewihlt. Vernachlissigt man die im Vergleich zur Gesamtzahl der Zusténde geringe
Anzahl von sich gegenseitig noch iiberlappenden Zustédnden ergibt sich ein Spek-
trum, dass durch unabhéngige Zufallszahlen gegeben ist. Die Abstandsstatistik ist
in diesem Fall eine Poisson-Statistik, bei der insbesondere keine Niveauabstofiung
mehr zu beobachten ist.

Schlieflich soll noch kurz erwidhnt werden, dass auch im ballistischen Bereich
in reguldren Geometrien keine Niveauabstoung beobachtet wird. Es entsteht eine
nicht-universelle Niveaustatistik, die beim Anderson-Modell durch die Summe der
Energien der in den Zustédnden angeregten Moden in den einzelnen Raumrichtungen
bestimmt ist.

2.2 Das Aubry-André-Modell

2.2.1 Unterschiede gegeniiber dem Anderson-Modell

Das bereits vorgestellte Anderson-Modell (2.4) hat den Nachteil, dass ein Phasen-
iibergang erst in drei Dimensionen beobachtet werden kann. Fiir Phasenraumunter-
suchungen ist das recht stérend, da der Phasenraum eines d-dimensionalen Systems
2d-dimensional ist. Das bedeutet, dass man den Phasenraum im Grunde nur fiir
eindimensionale Systeme gut graphisch darstellen kann. Somit stellt sich die Frage
nach einem Modell, das sehr &hnlich zum Anderson-Modell ist, aber bereits in einer
Dimension einen Phaseniibergang zeigt.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird dazu das Aubry-André-Modell verwen-
det [14]. Der Hamilton-Operator dieses Modells lautet:

o0 [e.e]

H= Z (CLch +cl i) + A Z cos(270n) clc,, (2.13)

n=—oo n=—oo
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Abbildung 2.5: Gittereffekte bei der Auswertung eines cosinus-féormigen Potentials V()
mit rationalem Inkommensurabilitdtsparameter 5 = 3/5.

Gegeniiber dem Anderson-Modell fillt zunéchst die Einschréankung auf eine Di-
mension auf. Damit l4sst sich der Term fiir die kinetische Energie (erste Summe)
explizit schreiben, wobei die Systemgrofie auf unendlich gesetzt wurde. Bis auf das
Vorzeichen und den per Konvention in der Regel sowieso auf Eins gesetzten Vorfak-
tor t unterscheidet sich die erste Summe in (2.13) somit nicht von der kinetischen
Energie im Anderson-Modell (2.1).

Gravierend sind hingegen die Anderungen an der potentiellen Energie, der zwei-
ten Summe in (2.13). Statt Zufallszahlen wie beim Anderson-Modell wird nun eine
periodische Funktion verwendet, um das Potential auf den Gitterplatzen zu erzeu-
gen. Die Periode des Potentials lautet 1/3, wobei die Konstante 5 Inkommensu-
rabilitdtsparameter genannt wird. Nun wiirde eine periodische Funktion auf dem
Gitter ein recht unspektakuldres Modell zur Folge haben, denn dann lassen sich
die Zusténde in Bloch-Wellen entwickeln. Ein solches Modell wére im Kapitel iiber
ungeordnete Systeme auch vollig fehl am Platz. Ein moglicher Ausweg ist, dass die
Periodizitéat des Potentials auf dem Gitter grofl oder sogar unendlich werden kann.
Die urspriingliche Periode des Potentials 1/ muss ndmlich keine natiirliche Zahl
sein und wird somit beziiglich des Gitters nicht beobachtet. Fiir eine rationale Zahl
tritt aber ein entsprechend Vielfaches dieser Periode auf dem Gitter als ganzzahlige
Periode auf. Ein Beispiel fiir die rationale Zahl § = 3/5 = 0.6 ist in Abbildung 2.5
gezeigt. Die Bruchdarstellung der rationalen Zahl gibt bereits an, dass in diesem
Beispiel innerhalb von fiinf Gitterplédtzen genau drei ganze Perioden des Potentials
liegen.

Fiir irrationale Zahlen [ entsteht jedoch gar keine ganzzahlige Periode. Man
spricht dann von einem so genannten quasiperiodischen Potential, das einem zufalli-
gen Potential in vielerlei Hinsicht mehr dhnelt, als einem periodischen Potential.
Der bereits visuell fundamentale Unterschied gegeniiber einem rationalen Wert fiir
3 ist am Beispiel 3 = (v/5 — 1)/2 ~ 0.618 in Abbildung 2.6 dargestellt. Dieser
Wert fiir 3, der Kehrwert des Goldenen Schnittes (v/5 + 1)/2, stellt seit der Ar-
beit von Kohmoto [16] die kanonische Wahl dar. Es stellte sich namlich heraus,
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Abbildung 2.6: Gittereffekte bei der Auswertung eines cosinus-féormigen Potentials V()
mit rationalem Inkommensurabilititsparameter 3 = (v/5 — 1)/2 ~ 0.618.

dass man fiir dieses [ sehr leicht eine Folge rationaler Zahlen (3; mit zugehorigen
endlichen Systemgrofien L; generieren kann, die im Grenzfall grofler Systeme das
Aubry-André-Modell reproduziert. Das bedeutet zunéchst, dass die Folge 3; gegen
0 konvergiert. Um eine solche Folge zu erzeugen, ist die Kettenbruchdarstellung

von (3 hilfreich:
1
0= i (2.14)

1
1+...
Bricht man diese Entwicklung nach dem ¢-ten Pluszeichen ab, erhélt man gerade den

Quotienten zweier aufeinander folgender Fibonacci-Zahlen L;_;/L;. Die Fibonacci-
Zahlen lassen sich mittels der folgenden rekursiven Vorschrift generieren:

1+

Liyw=L;+ L;_ mit den Anfangswerten Lo=L; =1 (2.15)

Aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen sind dabei stets teilerfremd, was sich leicht
zeigen lasst: Hatten zwei aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen einen gemeinsamen
Teiler, dann miissten in Folge der rekursiven Bildungsvorschrift alle Fibonacci-
Zahlen diesen gemeinsamen Teiler aufweisen. Das ist jedoch nicht der Fall, wie
anhand der ersten zwei Fibonacci-Zahlen klar wird, die beide nur den trivialen
Teiler Eins besitzen.

Damit die Periode des Potentials nun genau der Systemgréfie entspricht, verwen-
det man fiir ein System der Grofle L; den Inkommensurabilitdtsparameter

Fiir endliche Systemgrofien ist damit eine optimale Wahl fiir die Approximation
des Aubry-André-Modells gefunden. Zusammen mit periodischen Randbedingun-
gen eignet sich diese Darstellung hervorragend zur numerischen Analyse von Pha-
seniibergéngen. Gegeniiber dem Anderson-Modell ist hervorzuheben, dass hier be-
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reits in einer Dimension ein Phaseniibergang als Funktion der Potentialstirke A
beobachtet werden kann. Bevor diese Eigenschaft im Kontext der Arbeit unter-
sucht wird, ist nun aber zunéchst ein guter Zeitpunkt gekommen, einige bekannte
Eigenschaften des Aubry-André-Modells genauer zu besprechen.

2.2.2 Ein verwandtes Modell: Das Harper-Modell

Im Aubry-André-Modell steht der Einfluss der Potentialstéirke, die durch den Pa-
rameter A bestimmt ist, im Vordergrund. Der Hamilton-Operator (2.13) taucht
historisch gesehen aber schon erheblich vor der Arbeit von Aubry und André [14]
auf. Bereits 1955 diskutierte Harper [15] die Energieniveauverteilung der Leitungs-
elektronen von Metallen in zwei Dimensionen unter dem Einflufl eines senkrecht zur
Ebene stehenden Magnetfelds. Das kontinuierliche Problem kann zunéchst durch die
Einfithrung von Wannier-Funktionen diskretisiert werden, die an den Atomriimpfen
eines zweidimensionalen Gitters lokalisiert sind. Ferner lassen sich die Wellenfunk-
tionen bei geeigneter Eichung des Magnetfelds in einer neuen Basis entwickeln, bei
der eine der beiden Raumrichtungen vollstdndig durch Bloch-Wellen beschrieben
wird. Effektiv entsteht so ein eindimensionales Problem, dessen Hamilton-Operator
der Gleichung (2.13) entspricht. Allerdings ist dabei der Wert des Parameters \ auf
2 festgelegt und B nimmt die Bedeutung des Magnetfelds in Einheiten des Fluf3-
quantums pro Einheitszelle des zweidimensionalen Gitters an.

Im so genannten Harper-Modell ist demnach nicht die Abhéngigkeit von der Po-
tentialstirke von physikalischem Interesse, sondern das Verhalten des Modells (2.13)
als Funktion des Inkommensurabilitdtsparameters 3. Es stellt sich heraus, dass die
Rationalitdt bzw. Irrationalitit des Parameters (8 entscheidenden Einfluss auf die
Struktur des Energieniveauspektrums fiir A = 2 hat. Im zugrundeliegenden physi-
kalischen Modell bedeutet dieser Unterschied, ob sich die Phase der Wellenfunktion
bei Einschluss einer endlichen Anzahl von Einheitszellen periodisch schlieffen lasst
oder nicht. Hofstadter zeigte [37], dass bereits infinitesimale Anderungen des Pa-
rameters 3 und damit auch nur infinitesimale Anderungen der Lage der Energie-
niveaus bereits unstetige Anderungen der Fraktalitiitseigenschaften des Spektrums
zur Folge haben. Die Niveaustruktur und auch die Zustédnde selbst werden genau
fiir irrationale § und A = 2 multifraktal [38, 39]. Multifraktalitidt und der damit
in direktem Zusammenhang stehende Begriff des Chaos ist dabei eine Frage nach
Selbstédhnlichkeit, ob also im Fall des Energiespektrums ein Ausschnitt aus dem
Spektrum strukturell wieder dem Spektrum selbst entspricht.

2.2.3 Dualitatstransformation

Eine zentrale Eigenschaft des Aubry-André-Modells ist durch die so genannte Dua-
litdtstransformation gegeben, die bereits in der schon zitierten Arbeit von Au-
bry und André [14] ausfiihrlich diskutiert wurde. Der komplette Satz von Eigen-
zustdnden des Modells fiir eine gegebene Potentialstéarke lédsst sich demnach zu ei-
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nem anderen kompletten Satz von Eigenzustdnden umtransformieren, die Losungen
fiir eine andere Potentialstirke sind®. Ein wesentlicher Teil der Dualitiitstransfor-
mation ist durch die Fourier-Transformation gegeben. Diese verkniipft die Ortsdar-
stellung einer Wellenfunktion t(n) mit ihrer Impulsdarstellung @Z)(k:l) Auf einem
endlichen Gitter der Lange L ist die Wellenzahlen geméf Gleichung (2.2) mit ganz-
zahligen ¢ diskretisiert. Die Fourier-Transformation und die zugehorige Riicktrans-
formation lauten dann:

(k) = % Z exp(—ik;mn)p(n) und (2.17a)

1 ) ~
Y(n) = 7 2 exp(i k;n) (k;) . (2.17D)

Nun soll die Wellenfunktion ¢ eine Losung des Aubry-André-Modells sein. Damit
erfiillt ¢ insbesondere die Schrodinger-Gleichung in Ortsdarstellung:

w(n+1)+P(n —1) 4+ Acos(2mfn)(n) — Ep(n) =0. (2.18)

Der Inkommensurabilitdtsparameter (3 sei dabei fiir die endliche Systemgrofie L
durch den Bruch L*/L approximiert, wobei L* und L aufeinander folgende Fibo-
nacci-Zahlen sein sollen. Nun wird eine Permutation P eingefiihrt mittels:

P(i) =4L* mod L. (2.19)

Die Teilerfremdheit von L* und L garantiert, dass die Permutation P eine Liste
von L aufeinander folgenden ganzen Zahlen auf eben wieder eine solche Liste von
Zahlen bijektiv abgebildet. Eine Verschiebung der Zahlen auf ein anderes Interval
der Lange L soll aufgrund der periodischen Fortsetzung des Problems stets implizit
moglich sein.

Durch Einsetzen der Transformation (2.17b) lisst sich unter Verwendung der Per-
mutation (2.19) zeigen, dass die Fouriertransformierte ¢ (k;) die folgende Gleichung
erfiillt:

b(kpiirn) + P (kpe-1) + . cos(2m37) Y (kpg)) — %@Z)(km)) =0. (2.20)

A
Diese Gleichung ist genau wieder die Schrédinger-Gleichung des Aubry-André-Mo-
dells in Ortsdarstellung, allerdings zu einer anderen Energie 2F /A und Potenti-
alstirke 4/A. Aulerdem tritt statt der urspriinglichen Wellenfunktion im Ortsraum
deren Fourier-Transformierte auf, wobei die Indizierung durch die Permutation P
durcheinander gebracht wurde. In Abbildung 2.7 ist diese Eigenschaft des Aubry-

3Im Fall der Selbstdualitit am Dualititspunkt A\ = 2 wird der Satz von Eigenzustinden auf sich
selbst abgebildet.
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Abbildung 2.7: Wellenfunktionen fiir den Grundzustand des Aubry-André-Modells fiir die
endliche Systemgrofle L = 13 mit 8 = 8/13. Links ist die Wellenfunktion im Ortsraum
fiir A = 1 gezeigt, wiahrend rechts die Wellenfunktion im Impulsraum fiir A = 4 darge-
stellt ist. Die abgebildeten Funktionen lassen sich gemifi der Dualitétstransformation
durch die Permutation (2.19) ineinander tiberfiihren.

André-Modells an einem Beispiel dargestellt.

Ubrigens lésst sich die Dualitétstransformation auch in der physikalischen Ab-
leitung des Harper-Modells wiederfinden. Dabei wird ja eine der urspriinglich zwei
Raumdimensionen durch geeignete Eichung des Magnetfelds und einen Basiswechsel
eliminiert. Wéahlt man statt der einen Raumdimension die genau andere Raumdi-
mension aus, wird effektiv die Dualitéitstransformation ausgefiihrt. Allerdings fin-
det die Dualitétstransformation hierbei lediglich am Punkt der Selbstdualitat A = 2
statt, auf den das Harper-Modell in seiner urspiinglichen Formulierung beschrénkt
ist.

2.2.4 Lokalisierungsiibergang

Aus der Dualitéatstransformation lassen sich bereits einige Eigenschaften des Aubry-
André-Modells folgern. Beispielsweise kann man vom Verhalten des Modells bei
A = 0 ausgehen. Dieser Grenzfall entspricht gerade der freien Bewegung eines Teil-
chens in einem eindimensionalen Gitter. Die Losungen sind somit ebene Wellen
mit den Wellenzahlen k; gem#f Gleichung (2.2). Wéhrend die ebenen Wellen in
Ortsdarstellung iiber das gesamte System ausgedehnt sind, sind sie im Impulsraum
genau bei der entsprechenden Wellenzahl lokalisiert. Wendet man nun die Dua-
litdtstransformation an, die im vorherigen Abschnitt besprochen wurde, wird aus
der Lokalisierung im Impulsraum fiir A = 0 eine Lokalisierung im Ortsraum im
Grenzfall A — oco. Die Permutation (2.19) sorgt zudem dafiir, dass urspriinglich be-
nachbarte Zustdnde im Impulsraum im allgemeinen weit entfernt in den Ortsraum
abgebildet werden. Hier wirkt sich die Quasiperiodizitéit des Potentials aus. Diese
Eigenschaft ist fiir die Lokalisierung erheblich, denn sie stellt sicher, dass energetisch
urspriinglich nah beieinander liegende Bloch-Wellen nicht nur durch die Transfor-
mation der Energie zu 2F/\ energetisch voneinander getrennt werden, sondern
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gleichzeitig auch noch rdumlich separieren. Energetisch benachbarte Bloch-Wellen
sind — abgesehen vom Vorzeichen — in einer Dimension nédmlich auch benachbart
im Impuls, wie aus der Dispersionsrelation in Abbildung 2.1 hervorgeht.

Tatséchlich setzt sich diese Eigenschaft auch zu endlichen Werten von A fort. Fiir
A < 2 findet man bei ausreichend grofien Systemen stets Lokalisierung im Impuls-
raum und in Einklang mit der Dualitédtstransformation tritt fiir A > 2 entsprechend
Lokalisierung im Ortsraum auf. Der Selbstdualitdatspunkt A = 2 ist somit gleichzei-
tig die kritische Potentialstérke, bei der ein Metall-Isolator-Ubergang stattfindet.
Allerdings ist die Existenz eines Phaseniibergangs nicht direkt aus der Dualitét
ersichtlich. Beispielsweise wire es genauso gut denkbar, dass der Ubergang von
delokalisierten zu lokalisierten Zustédnden im Ortsraum kontinuierlich als Funktion
der Potentialstiarke A\ stattfindet.

Zunichst hatten Aubry und André bereits in [14] die Vermutung aufgestellt,
dass fiir jedes irrationale § ein Metall-Isolator-Ubergang auftritt. Schon kurze Zeit
spéater wurden jedoch Gegenbeispiele angegeben [40], die belegen, dass Irrationa-
litdt nicht hinreichend ist. Erst viele Jahre spéater konnte schliellich Jitomirskaya
eine hinreichende Bedingung fiir § angeben [41], die das Auftreten des Metall-
Isolator-Ubergangs im Aubry-André-Modell zur Folge hat. Demnach muss 3 nicht
nur irrational, sondern sogar diophantin sein, was ein Maf fiir die Abweichung von
rationalen Approximationen im Vergleich zu den dazu notwendigen Nennern bedeu-
tet. Fiir diophantine Zahlen ist eine gute Approximation nur mit groflen Nennern
moglich, was im Gegensatz dazu bei Liouville-Zahlen nicht der Fall ist. Zudem er-
gibt sich auch eine Einschréankung hinsichtlich der Phase des Potentials, die in der
Gleichung (2.13) Null gewé&hlt ist. Details sind in [41] ausgefiihrt, hier aber nicht
weiter von Interesse. An dieser Stelle ist hingegen wichtig, dass der von Kohmo-
to [16] eingefithrte Wert 3 = (v/5 — 1)/2 diophantin ist* und in diesem Fall ein
Metall-Isolator-Ubergang im Aubry-André-Modell bei A = 2 beobachtet werden
kann.

2.2.5 Symmetrische und antisymmetrische Wellenfunktionen

Die Symmetrie des cosinus-Potentials cos(z) = cos(—x) lésst sich insbesondere fiir
die numerische Behandlung des Problems ausnutzen, indem der Lésungsraum fiir
die Wellenfunktionen vollstdndig in symmetrische und antisymmetrische Funktio-
nen im Ortsraum zerlegt werden kann. In der Tat hat bereits Thouless [42] diese
Zerlegung, die in Tabelle 2.1 zusammengefasst ist, in Zusammenhang mit der Dis-
kussion von Eigenschaften des Energiespektrums angegeben und ausgenutzt. Um
die Schreibweise zu vereinfachen, enthélt die Ortsbasis in Tabelle 2.1 auch den

4 Aufgrund der herausragenden Kettenbruchdarstellung mit Koeffizienten Eins in jeder Bruchebe-
ne stellt dieses [ die optimale diophantine Zahl dar, aber im Sinne der Konvergenzeigenschaften
rationaler Briiche lassen sich beliebig viele andere diophantine Zahlen finden. Tatséchlich sind
die meisten irrationalen Zahlen diophantin. Andererseits liegen die Liouville-Zahlen dicht in
der Menge der irrationalen Zahlen.
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symmetrische Wellenfunktionen: ¢ (n) = ¢ (—n) antisymmetrische Wellenfunktionen: ¢ (n) = —¢(—n)
ungerade L: Jwm)/V2 n=0 _J¥(n)=0 n=>0
L:2l+1 wS(n)_{@/}(n) 1§n§l wa(n)_{w(n) 1§n§l
[ + 1 unabhéngige Gleichungen (2 <n < [): [ unabhéngige Gleichungen (1 <n < [):
As(0) + V2 15(1) = E ¢(0) Ya(n — 1) + Acos(2mBn)a(n) + Ya(n + 1) = Ea(n)
V215(0) + Acos(2m3) (1) + (2) = Ehy(1) Vol — 1) + [Acos(2rG1) — 1], (1) = E (1)
Ys(n — 1) + Acos(2mBn)Ps(n) + s(n + 1) = Eihs(n)
Ps(I— 1) + [Acos(2mB1) + 1] ¢s(1) = E (1)
gerade L: Jw(n)/V2  n=0odern=1 _J¥(n)=0 n=0odern=1I
L=21 wS(n)_{@/}(n) 1§n§l—1 wa(n)_{w(n) 1§n§l—1
[ + 1 unabhéngige Gleichungen (2 <n <[ —1): [ — 1 unabhéngige Gleichungen (1 <n <1):
Ms(0) + V2 ¢(1) = E 5(0) Ya(n — 1) + Acos(2rBn)ha(n) + a(n + 1) = E,(n)

) (
\/§w5( ) + Acos(2m3) (1) + s(2) = Es(1)
s(n — 1) + Acos(2nBn)s(n) + s(n + 1) = Es(n)
¢s(l - 2) + )‘COS(27Tﬁ (l - 1))¢s(l - 1) + \/_ws(l) = E,’vbs(l - 1)
V24 (1= 1) + Acos(2mB1)ihs(1) = E (1)
Tabelle 2.1: Ubersicht iiber die symmetrischen und antisymmetrischen Losungen des Aubry-André-Modells. Die Schrédinger-

Gleichung des Modells im Ortsraum (2.18) zerféllt durch Einsetzen der Symmetriebedingungen vollstéindig in Schrédinger-
Gleichungen fiir symmetrische und antisymmetrische Wellenfunktionen.
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2 Einteilchenmodelle ungeordneter Systeme

Symmetriepunkt n = 0 des Potentials. Der Ubergang zur bisherigen Schreibweise
ist durch die periodische Fortsetzung mit der Systemgréfie L gegeben.

Eine interessante Beobachtung ist, dass bei der Zerlegung des Hamilton-Opera-
tors nach symmetrischen und antisymmetrischen Ortsraum-Wellenfunktionen die
periodischen Randbedingungen in der Zerlegung selbst absorbiert werden. Als Ne-
benwirkungen treten Faktoren v/2 an ausgezeichneten Positionen der Wellenfunkti-
on und den Hiipfmatrixelementen auf. Wahrend solche Eintrége zuvor auch in den
von der Diagonale entfernten Eckpositionen auftraten, besitzen die verbleibenden
hermiteschen Matrizen der Schrédinger-Gleichung in Ortsdarstellung nunmehr je-
doch Tridiagonalform. Diese Matrixform lédsst sich erheblich effizienter numerisch
diagonalisieren, was die Behandlung gréflerer Systeme ermdglicht. Das ist insbe-
sondere fiir die Analyse von Phaseniibergéingen sehr hilfreich, denn dabei ist der
Grenzfall unendlicher Systemgrofie von entscheidender Bedeutung.
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3 Phasenraummethoden

Die im vergangenen Kapitel vorgestellten Einteilchenmodelle sind nach langjéhri-
ger Forschung in vielerlei Hinsicht wohlverstanden. Das bedeutet andererseits aber
auch, dass diese Modelle iiberaus geeignet sind, um neue Untersuchungsmethoden
fiir Lokalisierungseffekte zu studieren. Die Diskussion von Lokalisierung und Metall-
Isolator-Ubergingen selbst ist nach wie vor ein zentraler Forschungsschwerpunkt
in der theoretischen Festkorperphysik. Von groflem Interesse ist beispielsweise die
Untersuchung wechselwirkender Teilchen in ungeordneten Systemen. Dieser Punkt
wird spéter in der Arbeit aufgegriffen.

3.1 Phasenraumverteilungen

Zunéchst sollen Phasenraumkonzepte zur Analyse von Lokalisierungsphinomenen
eingefithrt werden. Die methodische Einfiihrung bezieht sich dabei vor allem auf die
Anwendung in der Festkorperphysik, in der diese Herangehensweise bisher wenig
etabliert ist. Andernorts, beispielsweise in der semiklassischen Beschreibung, haben
sich Phasenraummethoden bereits seit Jahrzehnten bewihrt. Das ist auch verstéand-
lich, ist doch in diesem Gebiet der Bezug zur klassischen Physik viel gréfer. Eben
dort, in der klassischen Physik, konnen Trajektorien im Phasenraum beispielsweise
hervorragend genutzt werden, um chaotisches und regulires Verhalten voneinander
zu unterscheiden.

In einer quantenmechanischen Beschreibung ist nun aber der Welle-Teilchen-
Dualismus inhérent, was eine Phasenraumbehandlung im klassischen Sinne ver-
hindert. Einem quantenmechanischen Teilchen kann man keinen Punkt im Pha-
senraum zuordnen. Die beiden konjugierten Gréflen Ort und Impuls lassen sich
in der Quantenmechanik nicht gleichzeitig genau festlegen, wie die Heisenbergsche

Unschérferelation besagt. Diese lautet fiir eine Ortskoordinate x und die zugehéorige
Wellenzahl k = p/h:

Ax Ak > (3.1)

DO —

Nun ist eine Phasenraumbeschreibung eines Metall-Isolator-Ubergangs dennoch
auch in der Quantenmechanik durchaus attraktiv. Im Fall stark lokalisierter Zu-
stdnde im Ortsraum beispielsweise ist der Impuls entsprechend unbestimmt. Glei-
ches gilt umgekehrt fiir lokalisierte Zustdnde im Impulsraum. In diesem Sinne
ist die Heisenbergsche Unschéarferelation nichts als eine Eigenschaft der Fourier-
Transformation (2.17). Studiert man nun ein Modell, welches als Funktion eines
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3 Phasenraummethoden

Parameters einen Wechsel von lokalisierten Zustdnden im Impulsraum zu loka-
lisierten Zustdnden im Ortsraum vollfiihrt, ist eine symmetrische Erfassung von
Orts- und Impulseigenschaften wiinschenswert. In der Orts- oder Impulsdarstel-
lung der Wellenfunktion wird jedoch immer nur eine der beiden konjugierten Va-
riablen direkt erfasst, wiahrend die andere Grofle zwar stets implizit durch eine
Fourier-Transformation zugénglich ist, was jedoch in der Regel genau eine asym-
metrische Erfassung der Gréflen zur Folge hat. Im Phasenraum ergibt sich hingegen
die Chance, Orts- und Impulskoordinaten gleichberechtigt zu behandeln. Eine dhn-
lich symmetrische Behandlung kénnte man auch erreichen, indem man die Orts-
und Impulsdarstellung gleichzeitig in eine Analyse einbezieht. Inwiefern solch ein
Vorgehen dem einer Phasenraumanalyse nahekommt, wird im Rahmen dieser Ar-
beit auch diskutiert werden.

3.1.1 Wigner-Funktion

In einem d-dimensionalen quantenmechanischen Problem sind die Zustdnde des
Systems bereits vollstdndig durch d dimensionale Wellenfunktionen bestimmt. Der
Phasenraum in diesem Problem ist aber 2d-dimensional, weshalb Phasenraumfunk-
tionen redundante Informationen tragen miissen und auflerdem verschiedene Defi-
nitionen moglich sind [7]. Bestimmte Phasenraumverteilgunen zeichnen sich aber
durch entsprechend zusétzliche Eigenschaften aus. Eine schone Einfithrung in dieses
Gebiet gibt Dittrich in [43].

Eine herausragende Phasenraumfunktion ist die Wigner-Funktion [5]. In einer
Dimension ergibt sie sich aus der Wellenfunktion in Ortsdarstellung ¢ (x) gemé&B:

W(a, k) = /d;f: exp(ikF) " (:c + g) ” (x _ g) | (3.2)

Die Integration deutet bereits an, dass hier zunéchst ein kontinuierliches, raum-
lich unendlich ausgedehntes Problem betrachtet werden soll. Die Annahme eines
kontinuierlichen Problems ermoglicht es, Terme wie #/2 zu schreiben, ohne an die-
ser Stelle die Approximation auf ein Gitter zu beriicksichtigen. Ahnliches gilt fiir
die spatere Einschrankung auf ein endliches, periodisch fortgesetztes Problem mit
einer entsprechenden Diskretisierung im Impulsraum geméfl (2.2). Diese Approxi-
mationen sind in der Tat nicht unproblematisch, was spéter in diesem Kapitel noch
aufgegriffen wird.

Zunéchst ist festzustellen, dass die Wigner-Funktion stets reell ist, wie eine Sub-
stitution von & nach —z in Gleichung 3.2 direkt zeigt. Anhand der Definition der
Wigner-Funktion kann man zudem leicht nachrechnen, dass sich diese Funktion
ideal eignet, um beliebige Momente des Orts- und Impulsoperators zu bestimmen.
Im Fall des Ortsoperators kann man die Impulsintegration einfach ausfiihren:

/d;dk Wz, k) = /dxx"|@/)(x)|2. (3.3)

T
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3.1 Phasenraumverteilungen

Fiir den Impulsoperator konnte man die letzte Rechnung ebenso in Ortsdarstellung
ausfithren. Andererseits ist es eine gute Gelegenheit, die Symmetrie des Problems
zu zeigen. Bereits die Definition der Wigner-Funktion sieht in Impulsdarstellung
ganz analog zu (3.2) aus:

Wiz, k) = / % exp(ikz) * (k; - g) Y (k; + g) : (3.4)

Diese Darstellung erhélt man aus (3.2), indem man eine kontinuierliche Version der
Fourier-Transformation (2.17) verwendet. Damit ergibt sich analog zu (3.3) fiir den
Impulsoperator:

/d”;dk KW (z, k) :/dkknw(k)ﬁ (3.5)

T

Man kann mittels der Wigner-Funktion sogar Erwartungswerte von beliebigen an-
deren Operatoren berechnen, die beispielsweise Orts- und Impulsoperatoren gleich-
zeitig enthalten. Hierbei muss dann die so genannte Weyl-Ordnung [44] bei der
Sortierung der Operatoren angewandt werden. Bestimmt man den Erwartungswert
von Diracschen ¢-Funktionen in Ort und Impuls, ergeben sich direkt Formeln zur
Extraktion der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten:

% W(x, k) = |¢(z)]? und (3.6a)
/de(a:, k) = [D(k)[2. (3.6b)

Dariiber hinaus ist es recht instruktiv, ein paar Beispiele fiir Wigner-Funktionen zu
berechnen. Vollstindig lokalisierte Zustdnde, im kontinuierlichen Fall beschrieben
durch eine §-Funktion in der Orts- oder Impulskoordinate, fithren zu §-férmigen
Streifen in der Wigner-Funktion, wobei geeignete Darstellungen der é-Funktion zur
Auswertung der Integrale herangezogen werden miissen.

Ein in der Anwendung interessanter Fall ergibt sich durch Uberlagerung zweier
ebener Wellen mit den Wellenzahlen —kqg und ky. Solche Zustédnde ergeben sich
sowohl im Anderson-Modell wie auch im Harper-Modell fiir verschwindende Poten-
tialstdrke. Die Uberlagerung der beiden ebenen Wellen zu gleichen Teilen entsteht
beispielsweise aus der Forderung nach reellen Wellenfunktionen. Abgesehen von
Phasenfaktoren ergibt sich dann:

~ 1

(k) = 5[5(/% — ko) +0(k + ko)l - (3.7)

Die zugehorige Wigner-Funktion lautet:
1
Wiz, k)= 5[5([6 — ko) + 6(k + ko)] + 0(k) cos(2kox) (3.8)

Neben den beiden §-Funktionen bei —kq und kg taucht hier ein dritter, oszillierender
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3 Phasenraummethoden

Abbildung 3.1: Beispiel der Wigner-Funktion anhand eines Zustands im eindimensionalen
Anderson-Modell bei einer fiir die Systemgréfie L = 101 geringen Unordnungsstérke
W =0.5.

Term auf. Obwohl die Ergebnisse (3.3) und (3.5) eine Interpretation der Wigner-
Funktion als Phasenraumdichte nahelegen, ist die Wigner-Funktion im Allgemeinen
nicht positiv und stark oszillierend. Diese Eigenschaften sind Ausdruck quanten-
mechanischer Kohérenz und verschwinden im klassischen Grenzfall. In diesem Zu-
sammenhang sei auch angemerkt, dass die Wigner-Funktion zwar eine vollstandige
Lokalisierung in Orts- und im Impulsrichtung mit d-formigen Streifen ermoglicht,
aber keine gleichzeitige d-formige Lokalisierung im Ortsraum und im Impulsraum
moglich ist, die im Widerspruch zur Heisenbergschen Unschérferelation steht.

In Abbildung 3.1 ist die Wigner-Funktion fiir einen Zustand im eindimensionalen
periodisch fortgesetzten Anderson-Modell bei geringer Unordnungsstirke gezeigt.
Das Integral (3.2) wurde dazu auf eine Periode des Problems beschrénkt und die
Integration durch eine Summe auf dem Gitter approximiert. Man erkennt in der
Abbildung noch deutlich Streifen bei zwei festen Impulsen —ky und ky sowie ein
oszillierendes Verhalten fiir £ = 0. Dieses Verhalten geméf (3.8) stabilisiert sich fiir
geringere Unordnungsstiarke mehr und mehr.

Neben dem EinfluB der Unordnung erkennt man in Abbildung 3.1 bereits einige
Artefakte aufgrund der Approximation auf einem Gitter, die fiir groflere kg, al-
so Zustédnde mit groBlerer Energie, zunehmen. Gemeint sind die zwei Streifen bei
k = —m+ ko und k = m — ko sowie das oszillierende Verhalten an den Réndern
k = —m und k = 7. Der stark oszillierende Integrand in (3.2) wird genau an den ge-
nannten Stellen besonders ungiinstig auf dem Gitter gerastert, so dass ein vollig an-
deres Verhalten gegeniiber dem kontinuierlichen Fall entsteht. Eine gewisse Abhilfe
schafft die Naherung der Wellenfunktion zwischen zwei Gitterpléatzen durch Mitte-
lung der Werte an den angrenzenden Gitterplatzen. Dieses Vorgehen verringert die
Artefakte aber nur fiir kleine k. Im Allgemeinen ist die Behandlung von Wigner-
Funktionen auf einem Gitter aber aufgrund der starken Oszillationen beispielsweise
im Integranden von (3.2), aber auch in der Wigner-Funktion selbst iiberaus proble-
matisch. Selbst fiir die sehr einfache Wellenfunktion (3.7) treten die besprochenen
qualitativen Unterschiede bei der Gitterapproximation gegeniiber dem analytischen
Resultat (3.8) auf.
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3.1 Phasenraumverteilungen

3.1.2 Husimi-Funktion

Eine alternative Phasenraumverteilung ist durch die Husimi-Funktion [6] oder Q-
Funktion [45] gegeben. Sie kann aus der Wigner-Funktion bestimmt werden durch:

o, k) = / d”; L {—M — 202 (k — ;2;)2} W@k . (39)

T 202

Die dabei ausgefithrte Gauflsche Verschmierung durch den Parameter o eliminiert
die starken Oszillationen der Wigner-Funktion. Dennoch verliert man dabei keine
Information, denn die Transformation ldsst sich invertieren:

d\dk di dk A2 2,2 - -
W(az,k):/ QW’“”“ ; exp [@#’2" —i/@(:c—iz)—i(k;—k;))\} p(7.k).
(3.10)

Die Integrationen iiber den Ort A\ und die Wellenzahl s darf zunéchst nicht aus-
gefiihrt werden, denn das Integral ist nur durch den asymptotischen Abfall der
Husimi-Funktion wohldefiniert. Dazu muss zuerst die Integration in Z und k aus-
gefithrt werden.

Die Gauflsche Verschmierung, die in Gleichung (3.9) ausgefiihrt wurde, verhin-
dert, dass die Husimi-Funktion im Phasenraum stérker lokalisiert als dies durch
die Heisenbergsche Unschérferelation erlaubt wird. Im Ergebnis ist die Husimi-
Funktion niemals negativ. Das lésst sich beispielsweise dadurch zeigen, dass man
die Definition der Wigner-Funktion (3.2) in Gleichung (3.9) einsetzt. Die Husimi-
Funktion wird dann ndmlich durch ein Betragsquadrat bestimmt:

)= [ [ ()" [- 22 ]|

Dem Integral ist direkt ersichtlich, dass es als eine Projektion der Wellenfunkti-
on auf einen gau-férmigen Zustand im Ortsraum interpretiert werden kann. Eine
GauB-Kurve wird nun durch Fourier-Transformation wieder in eine Gauf-Kurve
abgebildet und erfiillt dabei genau den Fall der Gleichheit in der Heisenberg-
schen Unschérferelation (3.1). Es handelt sich deshalb um einen Zustand minimaler
Unschérfe, der mit |z, k) bezeichnet werden soll. Fiir die Husimi-Funktion kann man
somit schreiben:

(3.11)

pla, k) = |(z, klv)|*. (3.12)

Die Orts- und Impulsdarstellung des Zustands |z, k) lauten

i 1\ (x—7)? . _
(Z|z, k) = (27r<72> exp [—T + 1]{;:1:} und (3.13a)

~ 202 1/4 ~ ~
(|z, k) = (—) exp [—02(/<; — Rk - k)x} , (3.13b)
T
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Abbildung 3.2: Visualisierung der endlichen Auflésung im Phasenraum in Einklang mit
der Heisenbergschen Unschérferelation (3.1). Der grau schattierte Kreis illustriert den
optimalen Fall im Sinne einer gleichberechtigten Behandlung von Orts- und Impuls-
koordinate. Die Ortsdarstellung einer Wellenfunktion entspricht dem ebenfalls sche-
matisch dargestellten Streifen, bei dem die konjugierte Koordinate Impuls nurmehr
komplett implizit enthalten ist.

womit die eigentliche Bedeutung der Bezeichnung |z, k) deutlich wird. Der Zustand
ist ndmlich um den Punkt (x,k) im Phasenraum zentriert. Die Variable o, die
bereits in Gleichung (3.9) eingefiihrt wurde, bestimmt die endliche Auflésung in
Orts- und Impulsrichtung. Es gilt Az = o und Ak = 1/20.

Damit die Auflosung fiir ein endliches System der Gréfle L auf ein Gitter in bei-
den Phasenraumrichtungen gleich ist, muss Az/L = Ak/2rm gelten. Daraus folgt
sofort o = \/L/4mw. Abbildung 3.2 illustriert diese Wahl. Sie ist optimal in dem
Sinne, dass Ort und Impuls beziiglich der auf einem Gitter zur Verfiigung stehen-
den Auflosung gleich behandelt werden. Zwar nimmt bei zunehmender System-
grofle L die Auflosung im Phasenraum beziiglich der Gitterpunkte selbst ab, aber
gleichzeitig wird die relative Auflosung bezogen auf die Gesamtgrofle des Gitters
immer besser. Auch andere Skalierungen o ~ L” mit 0 < v < 1 zeigen eine zu-
nehmend bessere Auflésung in allen Phasenraumrichtungen fiir L — oo, allerdings
bei ungiinstiger Wahl erst fiir entsprechend grofie Systeme. Aufler der Motivation,
eine moglichst symmetrische Darstellung zu verwenden, ist es somit auch fiir die
numerische Behandlung zweckmissig, den oben vorgeschlagenen Wert o = /L /4,
also insbesondere v = 1/2, zu verwenden.

Es ist recht instruktiv, nochmals explizit den Vergleich mit der Orts- oder Impuls-
darstellung einer Wellenfunktion anzustellen. Wéahrend die Husimi-Funktion die
Wellenfunktion auf einen kohérenten Zustand |xg, ko) projeziert und dabei Orts-
und Impulsinformationen mit endlicher Auflésung generiert, wird in der Orts-

26

Dieses Buch ist erhéltlich im Verlag Dr. Hut, Miinchen, www.dr.hut-verlag.de (ISBN 3-89963-010-6)



3.1 Phasenraumverteilungen

Abbildung 3.3: Beispiel der Husimi-Funktion anhand eines Zustands im eindimensiona-
len Anderson Modell bei geringer Unordnungsstéirke. Es ist der selbe Zustand wie in
Abbildung 3.1 dargestellt.

oder Impulsdarstellung der Wellenfunktion jeweils nur eine der Phasenraumrich-
tung vollstandig aufgelost. In Einklang mit der Heisenbergschen Unschérferelation
geht das zu Lasten der jeweils komplementéaren Koordinate, die nur implizit in solch
einer Darstellung enthalten ist. Anschaulich entspricht die Wellenfunktion in Orts-
oder Impulsdarstellung demnach einer Projektion auf Streifen im Phasenraum, wie
dies schematisch fiir eine Ortsraumposition in Abbildung 3.2 angedeutet ist.

Um die Ausfithrungen zu kompletieren, sollen nun auch noch Beispiele fiir Husimi-
Funktionen betrachtet werden, fiir die zuvor bereits die Wigner-Funktion diskutiert
wurde. Fiir vollstdndig lokalisierte Zustdnde im Orts und Impulsraum bildet die
Husimi-Funktion gauf-férmige Streifen, da bei der Faltung eines Zustands mini-
maler Unschérfe |z, k) mit einer J-Funktion die GauB-Kurve erhalten bleibt. Die
Breite der Streifen ist dabei wiederum durch ¢ im Ortsraum und 1/20 im Impuls-
raum gegeben.

Interessanter wird der Fall eines bei zwei Wellenzahlen —kq und kq lokalisierten
Zustands (3.7). Fiir die Husimi-Funktion ergibt sich in diesem Fall:

plx, k) = E{exp[— 20%(k — ko)*] + exp [ — 20%(k + ko)?] -

+2exp [ — 20 (k* + k7)) cos(2k0x)} :

Im Vergleich zur Wigner-Funktion (3.8) sind die Oszillationen bei k£ = 0 durch die
Gauflsche Verschmierung exponentiell unterdriickt. Zudem ist die Funktion niemals
negativ und iiberall differenzierbar — es treten keine J-Funktionen mehr auf.

In Abbildung 3.3 ist die Husimi-Funktion fiir den selben Zustand dargestellt,
von dem zuvor die Wigner-Funktion in Abbildung 3.1 gezeigt wurde. Die Husimi-
Funktion wurde hierbei nicht aus der Wigner-Funktion geméf (3.9) bestimmt, son-
dern mittels (3.11) direkt aus der Wellenfunktion. Dadurch werden die Probleme bei
der Approximation des Problems auf einem Gitter, wie sie bei der Wigner-Funktion
diskutiert wurden, umgangen. Insbesondere ist es moglich, fiir den Zustand (3.7)
das analytische Verhalten (3.14) zu reproduzieren. Allein bei der Approximation
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von Gauf-Integralen durch Summen auf einem Gitter in (3.11) treten gewisse Feh-
ler durch die Diskretisierung sowie das Abschneiden der exponentiell abfallenden
GauB-Kurven fiir endliche Probleme auf. Fiir ¢ = y/L/4m sind diese Fehler aber
bereits bei einer Systemgrofie L = 12 deutlich unterhalb 1% und fallen exponentiell
mit L sehr schnell weiter ab. In der folgenden Arbeit werden Daten ab L = 14
verwandt, wofiir die Gitterapproximation bereits hinreichend gut ist.

Obwohl die Husimi-Funktion niemals negativ wird, treten sehr wohl Nullstel-
len auf. Es stellt sich heraus, dass diese Husimi-Nullstellen bei der semiklassi-
schen Behandlung von Problemen grofie Bedeutung besitzen. Sind die Nullstellen
eines Quantenzustands ungeordnet {iber den ganzen Phasenraum verteilt, ist die
zugehorige klassische Dynamik chaotisch [46, 47]. Dagegen lassen Nullstellen, die
auf regelméfigen Linien angeordnet sind, auf integrable klassische Dynamik schlie-
Ben. Dariiber hinaus ist die Husimi-Funktion bereits vollstdndig durch die Lage
ihrer Nullstellen bestimmt. Die Weierstrass-Hadamard-Faktorisierung beschreibt
die Husimi-Funktion als Produkt ihrer Nullstellen [46], wobei in dieser Arbeit eine
etwas andere Definition der Husimi-Funktion verwandt wird, die nur fiir L > o
mit der hier diskutierten Variante iibereinstimmt.

Bei der Approximation der Husimi-Funktion auf einem Gitter werden die Null-
stellen nur ndherungsweise erreicht. Auch wenn die Husimi-Nullstellen in der folgen-
den Arbeit nicht weiter von Bedeutung sein werden, sei hier aber trotzdem auf die
Abbildung auf der Titelseite hingewiesen. Im Vergleich zu Abbildung 3.3 wurde dort
zusitzlich die Phase der komplexen Zahl in einer Farb- beziehungsweise Graustu-
fenskala kodiert, die sich bei der Projektion der Wellenfunktion auf den kohérenten
Zustand |z, k) ergibt. Interessanterweise ist diese Phase nicht translationsinvariant,
die Husimi-Funktion selbst hingegen schon. Ist ein Punkt in dieser Darstellung der
Husimi-Funktion von einer Phase von 27 umschlossen, ist eine Nullstelle zweifelsfrei
identifiziert.

3.2 Lokalisierungsmalle

Der Vereinfachung der Schreibweise halber wurde bei der Einfithrung der Phasen-
raumgroflen bisher stets nur der eindimensionale Fall behandelt. Tatséchlich las-
sen sich die zuvor angegebenen Formeln aber auch in hoherdimensionale Rdume
verallgemeinern. Abgesehen von der Anpassung der Vorfaktoren sind lediglich die
angegebenen Integrale auf entsprechend héherdimensionale R&ume umzuschreiben.
Die bisher auftretenden Produkte zwischen skalaren Gréflen werden durch Skalar-
produkte ersetzt. Allerdings ist ein weiterer Effekt bei der Behandlung hoherdimen-
sionaler Probleme, dass sich der Phasenraum nicht mehr einfach darstellen ldsst.
Neben der visuellen Behandlung des Lokalisierungsphénomens im Phasenraum wird
deshalb eine quantitative Analyse notwendig, die die erhebliche Datenintensitét ei-
ner vollen Phasenraumverteilung reduziert. Dazu sollen Lokalisierungsmafle disku-
tiert werden.
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3.2.1 Inverse Besetzungszahl im Phasenraum

Da die Husimi-Funktion niemals negativ wird, kénnen viele der Konzepte aus der
klassischen Phasenraumanalyse auf das quantenmechanische Problem {iibertragen
werden. Eine Moglichkeit stellt dabei die so genannte Wehrl-Entropie dar:

S=- / d‘;jk plz, k) Inp(z, k)] . (3.15)

Diese wurde beispielsweise bereits verwandt, um die Phasenraumeigenschaften eines
getriebenen Rotors zu diskutieren [48]. Das Modell eines getriebenen Rotors kann
seinerseits auf ein eindimensionales Anderson-Modell abgebildet werden [49], was
urspriinglich eine Motivation fiir das direkte Studium des Anderson-Modells im
Phasenraum dargestellt hat [8]. Allerdings sind die Phasenrdume, die sich beim
getriebenen Rotor ergeben und die des damit in Verbindung gebrachten Anderson-
Modells von verschiedenen Koordinaten aufgespannt.

Die Verwendung der Wehrl-Entropie zur Analyse des Phasenraums ergibt aber
eine recht komplizierte Struktur in Bezug auf die Husimi-Funktion. Insbesondere
lassen sich die Mehrfachintegrale nicht zusammenfassen, wenn man die Definition
der Husimi-Funktion auf der Grundlage der Wellenfunktion geméfl (3.11) einsetzt.
Das bedeutet wiederum, dass man zur Berechnung der Wehrl-Entropie eines Zu-
stands zunéchst die volle Husimi-Funktion ermitteln muss.

Eine Abhilfe schafft die Linearisierung von Inz durch 1 — z. Da die Husimi-
Funktion selbst normiert ist, bleibt als relevanter Term das Integral:

P / dedk o k)2, (3.16)

2

Die Grole P wird Inverse Besetzungszahl im Phasenraum genannt. Mittels Glei-
chung (3.11) ergibt sich nun [9, 50, 51]:

gl folf o (5 () ()

Es sollte angemerkt werden, dass hierbei fiir endliche Systemgrofien nochmals eine

2

(3.17)

Approximation durch Abschneiden exponentiell abfallender Gaufl-Kurven durch-
gefiihrt wird. Deshalb unterscheiden sich die Ergebnisse nach (3.16) und (3.17)
auf einem Gitter geringfiigig. Ahnlich wie die bereits diskutierten Abweichungen in
der Husimi-Funktion durch die Gitterapproximation selbst werden auch diese Un-
terschiede mit zunehmender Systemgrofie exponentiell klein und sind im Rahmen
der hier angestellten Betrachtungen fiir Systemgrofien ab L = 14 nicht mehr von
Bedeutung.

Erheblich grofler ist natiirlich der Unterschied zwischen der Wehrl-Entropie S
und ihrer linearisierten Version P, auch wenn sie sich in ihrem qualitativen Ver-
halten zunéchst gleichen [52, 53]. Tatséchlich kann man die Unterschiede im Detail
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diskutieren [54, 55], aber im Rahmen dieser Arbeit spielen diese Uberlegungen ei-
ne untergeordnete Rolle. Viel entscheidender ist die enorme Vereinfachung, die sich
durch die Linearisierung ergibt, da sie die Betrachtung grofierer Systeme erméglicht,
was im Fall dieser Arbeit iiberhaupt erst ermdglicht, den Anderson-Ubergang in drei
Dimensionen zu untersuchen.

3.2.2 Inverse Besetzungszahl im Orts- und Impulsraum

Es bleibt noch die Frage, warum die zuvor eingefiihrte Grole P als Inverse Beset-
zungszahl bezeichnet wird. Das ergibt sich aufgrund der Analogie zur bekannten
Inversen Besetzungszahl [2] im Ortsraum. Diese ist definiert durch:

P, = /d:p|@/)(x)|4 (3.18)

Eine analoge Grofle lasst sich auch im Impulsraum definieren:

a:/%wwﬁ (3.19)

Diese Besetzungszahlen geben an, wie verteilt ein Zustand in der entsprechenden
Basis ist. Vollsténdig lokalisierte Zusténde in dieser gewéhlten Basis besitzen eine
Inverse Besetzungszahl von Eins. Fiir vollstédndig delokalisierte, konstante Zustdnde
tritt in endlichen Hilbert-Rdumen das Inverse der Basisgrofle auf, in unendlich-
dimensionalen Hilbert-Réumen entsprechend Null. Die zur Inversen Besetzungszahl
reziproke Grofle, also die Besetzungszahl selbst, gibt somit im wahrsten Sinne des
Wortes eine Anzahl von besetzten Basiszustdnden an, wie sich an weiteren Beispie-
len mit gleichméssiger Besetzung einiger Gitterplidtze weiter diskutieren lédsst. Der
Begriff der Besetzung wird dabei immer im Sinne des Betragsquadrats der Projek-
tion der Wellenfunktion auf die Basiszusténde verstanden — in der Darstellung der
Wellenfunktion in dieser Basis also durch das Betragsquadrat der Wellenfunktion.
Damit wird auch die ungleichméssige Besetzung von Basiszustédnden erfasst, so dass
beispielsweise ein weniger stark besetzter Basiszustand einen kleineren Beitrag im
Rahmen der Besetzung eines gegebenen Zustands liefert.

Das Konzept der Inversen Besetzungszahl ist insbesondere im Ortsraum schon
seit Jahrzehnten wohl etabliert. An dieser Grofle ldasst sich ndamlich bereits unter-
suchen, ob ein Zustand lokalisiert oder delokalisiert ist [2]. Dartiber hinaus ist die
Inverse Besetzungszahl im Ortsraum P, auch als Riickkehrwahrscheinlichkeit bei
diffusiver Dynamik interpretierbar [56]. Dies folgt direkt durch Auswertung der
Greensfunktion fiir die Riickkehr eines Teilchens nach unendlicher Zeit im Mittel
iiber alle Gitterplédtze, wobei dann auch automatisch eine Mittelung der inversen
Besetzungszahl iiber alle Zustédnde erfolgt.

Bereits zu Beginn dieses Kapitels wurde die Symmetrie zwischen Ortsraum und
Impulsraum bei der Diskussion von Lokalisierungsiibergéngen in ungeordneten Sys-

30

Dieses Buch ist erhéltlich im Verlag Dr. Hut, Miinchen, www.dr.hut-verlag.de (ISBN 3-89963-010-6)



3.2 Lokalisierungsmafie

temen motiviert. Daher ist die analoge Einfithrung der Inversen Besetzungszahl im
Impulsraum P nur konsequent. Genauso gut kann aber statt der Projektion auf
eine Basis auch die Projektion auf die Zustdnde minimaler Unschérfe im Phasen-
raum |x,k) als Grundlage einer Inversen Besetzungszahl genutzt werden. In der
Tat offenbart Gleichung (3.16) gemeinsam mit (3.12) diese Analogie. Aufgrund
der Normierung der Husimi-Funktion wiirde einem Punkt im Phasenraum somit
eine Besetzungszahl P = 1 entsprechen. Dieser Fall ist aber mit der Heisenberg-
schen Unschérferelation unvereinbar. Berechnet man die Inverse Besetzungszahl
eines Zustands minimaler Unschérfe, entsteht unabhéngig der Systemgrofie L und
dem gaufischen Verschmierungsparamter o der Wert P = 1/2. Eine stérkere Loka-
lisierung kann in der Husimi-Funktion nicht auftreten.

Vollstédndig lokalisierte Zustdnde im Orts- oder Impulsraum, zu denen gauf3-
formige Streifen der Husimi-Funktion gehoren, fithren hingegen zu dem Wert P =
1/ VL. Die Symmetrie zwischen Ort und Impuls ist eine Folge der Wahl o = /L /AT,
die sich aus der Forderung nach identischer relativer Auflosung in Orts- und Im-
pulsrichtung ergeben hat. Fiir zwei ausreichend separierte Streifen gemifl (3.14)
entsteht ganz entsprechend der Interpretation als Inverse Besetzungszahl der Wert
P=1/2VL.

Im Rahmen einer Stérungstheorie werden die Eigenschaften der Inversen Beset-
zungszahlen in den verschiedenen R&umen spéter noch detailierter zueinander in
Beziehung gesetzt. Zunéchst ist nun aber ein guter Zeitpunkt gekommen, mit der
Phasenraumanalyse der ungeordneten Systeme im Detail zu beginnen.
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4 Phasenraumanalyse ungeordneter
Systeme

In den vorherigen Kapiteln wurden Modelle und Methoden angegeben, die eine
neuartige Analyse von Metall-Isolator-Ubergéngen in ungeordneten Festkirpern
erlauben. Diese Untersuchungen sollen mit eindimensionalen Modellen beginnen,
in denen es moglich ist, den Phasenraum vollstdndig darzustellen. Durch den Ver-
gleich eines Modells ohne Phaseniibergang mit einem Modell, das einen solchen
Phaseniibergang zeigt, konnen dabei bereits interessante Effekte beobachtet wer-
den, die Phasenraumkonzepte im Studium von Metall-Isolator-Ubergéingen offen
legen [8, 9, 10, 11, 12, 13, 57]. Diese visuelle Erfahrung kann mit der Inversen
Besetzungszahl im Phasenraum effizient quantitativ erfasst werden, was mit ei-
ner storungstheoretischen Betrachtung fundiert wird [13]. Damit ergibt sich die
Méglichkeit, hoherdimensionale [9] und auch wechselwirkende Probleme zu disku-
tieren.

4.1 Visualisierung des Phasenraumverhaltens

Da der Phasenraum eines d-dimensionalen Einteilchenproblems 2d-dimensional ist,
sind graphische Darstellungen des kompletten Phasenraums nur bei eindimensio-
nalen Problemen moglich. Bereits bei der Einfithrung der Wigner-Funktion und
der Husimi-Funktion im vorherigen Kapitel wurden in den Abbildungen 3.1 und
3.3 Beispiele fiir einen Zustand im eindimensionalen Anderson-Modell gezeigt. Die
Husimi-Funktion ist dabei besonders einfach deutbar, da sie gemé$ (3.12) den Be-
tragsquadraten der Projektionen des Zustands auf Zustédnde minimaler Unschér-
fe im Phasenraum entspricht. Im Vergleich zur Wigner-Funktion ist die Husimi-
Funktion deshalb niemals negativ und weist auch keine grofien Oszillationen auf-
grund von Interferenzen auf.

Allerdings ist eine dreidimensionale Darstellung der Husimi-Funktion wie in Ab-
bildung 3.3 nicht optimal, denn durch die Perspektive werden Teile der Funktion
verdeckt und ein moglichst quantitatives Erfassen der Daten erschwert. Besser ist
eine unverzerrte zweidimensionale Darstellung des Phasenraums selbst und Ko-
dierung der Husimi-Funktion in einer Farb- beziehungsweise Graustufenskala. Ab-
bildung 4.1 zeigt die gleichen Daten aus Abbildung 3.3 in dieser Form. Es sollte
beachtet werden, dass die rechts in Abbildung 4.1 angegebene Skala deutlich nicht-
linear in den Funktionswerten der Husimi-Funktion ist, was durch die Verwendung
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Abbildung 4.1: Beispiel der Husimi-Funktion anhand eines Zustands im eindimensionalen
Anderson-Modell bei geringer Unordnungsstéirke. Es wurden die selben Daten wie in
Abbildung 3.3 dargestellt.

einer funften Wurzel erreicht wurde. Dadurch werden Feinheiten in der Struktur
der Husimi-Funktion erheblich besser sichtbar.

Die Abbildung 4.1 deutet auf eine Symmetrie der Husimi-Funktion beziiglich
der k = 0-Achse hin. Diese Symmetrie ergibt sich fiir alle Wellenfunktionen, die
abgesehen von einer globalen komplexen Phase rein reell sind. Eben diese Eigen-
schaft ist fiir die Energieeigenzustiande des Anderson-Modells ohne Magnetfeld und
des Aubry-André-Modells gegeben, da die auftretenden Hamilton-Operatoren re-
ell sind. Statt des vollen Phasenraumes geniigt es deshalb, die Abbildungen der
Husimi-Funktion auf nichtnegative Wellenzahlen zu beschréinken, da sich der ande-
re Teil des Phasenraumes durch die Spiegelsymmetrie p(x, k) = p(z, —k) ergibt.

In Abbildung 4.2 sind Husimi-Funktionen des eindimensionalen Anderson-Modells
und des Aubry-André-Modells fiir unterschiedliche Potentialstirken gegeniiberge-
stellt. Die Farb- beziehungsweise Graustufenskala wurde wie in Abbildung 4.1
gewahlt, wobei iiber alle Teilbilder hinweg einheitlich der insgesamt maximal auf-
getretene Wert fiir p,,., verwendet wurde. Dieser hat sich fiir die dargestellten Félle
im eindimensionalen Anderson-Modell bei W = 1.6 ergeben, wo gleichzeitig die Lo-
kalisierung im Phasenraum am stérksten ist. Doch bevor das Verhalten fiir mittlere
Potentialstirke behandelt wird, ist es sinnvoll, die leichter verstindlichen Grenzfille
geringer und hoher Potentialstiarke zu diskutieren.

Wie bereits bei der Motivation der Phasenraumuntersuchungen angedeutet wur-
de, besteht eine Stdarke von Phasenraummethoden darin, dass gleichzeitig Orts-
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Abbildung 4.2: Beispiele fiir Husimi-Funktionen im eindimensionalen Anderson-Modell
(links) und im Aubry-André-Modell (rechts) fiir einen Zustand aus der Bandmitte bei
einer Systemgrofie von L = 987. Im Anderson-Modell wurden die Unordnungsstérken
W = 0.05,0.3,1.6,8,25 gewéhlt, im Aubry-André-Modell lauten die verwendeten Po-
tentialstirken A = 0.05,1.8,2,2.2,4 (jeweils von oben nach unten).
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und Impulsinformationen ausgewertet werden. Somit lisst sich der Ubergang von
lokalisierten Zusténden bei festen Impulsen im Fall ballistischer Bewegung hin zu
im Ort lokalisierten Zustéinden beobachten, wie sie fiir grofle Unordnungspoten-
tiale auftreten. Genau dieses Verhalten findet sich iibereinstimmend sowohl im
Anderson-Modell wie auch im Aubry-André-Modell fiir entsprechend kleine bezie-
hungsweise grofle Potentialstérken. Dort treten Streifen im Phasenraum auf, die die
Lokalisierung bei bestimmten Impulsen beziehungsweise Orten angeben, wobei die
jeweils konjugierte Koordinate entsprechend unbestimmt ist. Die Breite der Strei-
fen entsteht durch die endliche Auflésung der Husimi-Funktion im Phasenraum,
wie es in Zusammenhang mit der Wahl des Parameters ¢ im vergangenen Kapitel
diskutiert wurde. Die Systemgrofie L wurde in diesem Zusammenhang gegeniiber
Abbildung 4.1 um etwa eine Gréflenordnung vergroBert, damit eine hohere relative
Auflésung im Phasenraum erreicht wird.

Im Grenzfall verschwindender Potentialstéirke ergeben sich sowohl im eindimen-
sionalen Anderson-Modell wie auch im Aubry-André-Modell zwei horizontale Strei-
fen bei den Wellenzahlen k£ und —k. Die zugehdrigen ebenen Wellen sind nédmlich
aufgrund der Dispersionsrelation entartet, wie in Abbildung 2.1 zu sehen ist. Durch
die Forderung reeller Wellenfunktionen werden diese beiden ebenen Wellen zu glei-
chen Teilen iiberlagert. In Abbildung 4.2 ist dieser Umstand unter Ausnutzung der
Spiegelsymmetrie nur nicht explizit dargestellt.

Fiir grofle Potentialstirken ergeben sich hingegen nur im Aubry-André-Modell
zwei vertikale Streifen aufgrund der Symmetrie des Potentials. Die Zerlegung in
Tabelle 2.1 zeigt, dass jede beliebige Energieeigenfunktion zur Klasse der im Ort
symmetrischen oder antisymmetrischen Wellenfunktionen gehort, wobei im allge-
meinen keine Entartungen auftreten. In Abbildung 4.2 wurde iibrigens ein sym-
metrischer Zustand verwendet, aber antisymmetrische Zustdnde verhalten sich in
diesem Zusammenhang gleich. Abgesehen von dieser Spezialitéit des Aubry-André-
Modells findet im Grenzfall unendlicher Potentialstérke sowohl im Anderson-Modell
wie auch im Aubry-André-Modell vollstindige Lokalisierung der Zustdnde auf ein-
zelnen Gitterplédtzen statt, so dass im Anderson-Modell ein Streifen auftritt und im
Aubry-André-Modell hingegen derer zwei.

Dariiber hinaus unterscheiden sich die beiden Modelle in ihrem Phasenraumver-
halten fiir mittlere Potentialstérke aber erheblich. Wahrend im eindimensionalen
Anderson-Modell eine Lokalisierung im Phasenraum beobachtet wird, ist im Aubry-
André-Modell ein genau gegenlaufiger Effekt zu beobachten, ndmlich eine Deloka-
lisierung im Phasenraum unterhalb des Dualitdtspunktes in der Potentialstirke
A = 2. Man koénnte nun zunéchst annehmen, dass diese Beobachtung zuféllig auf-
grund der speziellen Wahl der Zustédnde und/oder der Unordnung des Anderson-
Modells entstanden ist. Um dies genauer zu studieren, kann man im Grunde viele
solche Darstellungen errechnen und auf Gemeinsamkeiten hin untersuchen. Dazu
ist es natiirlich sinnvoll, Eigenschaften der Husimi-Funktion in geeigneten einzelnen
Kenngroflen festzuhalten, die sich viel leichter systematisch untersuchen lassen.
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Abbildung 4.3: Graustufen-Darstellung der Verteilungen des Logarithmus der Inversen
Besetzungszahl im Phasenraum P als Funktion der Potentialstéirke. Fiir das eindi-
mensionale Anderson-Modell (links) wurde die Systemgrofie L = 2048 benutzt. Die
Verteilung entstand durch Verwendung der Hélfte aller Energieeigenzustdnde um die
Bandmitte herum sowie 50 verschiedene Unordnungsrealisierungen. Im Aubry-André-
Modell (rechts) wurde die Systemgréfie L = 10946 benutzt. Fiir die Verteilung wurden
hier alle antisymmetrischen Wellenfunktionen verwendet.

4.2 Inverse Besetzungszahl im Phasenraum

Abbildung 4.3 zeigt Verteilungen der Inversen Besetzungszahl im Phasenraum P
als Funktion der Potentialstédrke. Wie bei der Einfithrung dieser Grofie im vorigen
Kapitel diskutiert wurde, stellt sie ein Maf fiir die Besetzung des Phasenraums
dar. Grofe Inverse Besetzungszahlen entsprechen dabei einer flichenméfig kleinen
Ausdehnung des Zustands im Phasenraum. Um die grofle Dynamik der Besetzungs-
zahlen besser wiederzugeben, werden in diesem Zusammenhang logarithmische Dar-
stellungen verwendet.

Die Verteilungen, die in Abbildung 4.3 zu sehen sind, wurden durch Mittelung
iiber verschiedene Zusténde erzeugt, um ein generelles Bild des Verhaltens der Ener-
gieeigenzustande zu bekommen. Im Anderson-Modell ergibt sich die Gelegenheit,
verschiedene Unordnungsrealisierungen zu verwenden, um nicht von Eigenheiten
einer speziellen Realisierung irre geleitet zu werden. Zudem bietet sich die Verwen-
dung verschiedener Energieeigenzustinde aus der selben Unordnungsrealisierung
an, wodurch sich der numerischen Aufwand der Diagonalisierung erheblich besser
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ausnutzen lasst. Dabei ist allerdings zu beachten, dass sich die Lokalisierungsei-
genschaften im Anderson-Modell als Funktion der Position im Energiespektrum
andern. Dieser Sachverhalt wurde bereits bei der Einfithrung des Anderson-Modells
angesprochen. Als Konsequenz muss man sich bei der Auswahl der Zustédnde, die
fiir die Auswertung hinzugezogen werden, geniigend stark einschrinken, damit sich
die Lokalisierungseigenschaften der betrachteten Zusténde noch ausreichend gut
dhneln. Am besten wird das in der Bandmitte erreicht, so dass dort ein recht grofier
Bereich von Zustédnden benutzt werden kann.

Im Aubry-André-Modell ist die Verwendung verschiedener Energieeigenzustéinde
sogar die einzige Moglichkeit, um zu verhindern, dass spezifische Eigenschaften
einzelner Zusténde zu entsprechend falschen allgemeinen Aussagen uminterpretiert
werden. In diesem Fall gibt es namlich fiir eine feste Systemgrofle nur eine Realisie-
rung des quasiperiodischen Potentials, falls man die Eigenschaften der Quasiperi-
odizitat konstant halten will. Andererseits sind die Lokalisierungseigenschaften des
Modells nicht von der Energie der Zusténde im Spektrum abhéngig, so dass nichts
dagegen spricht, hier alle Zustdnde zu verwenden. Die Abbildung beschriankt sich
aber auf alle antisymmetrischen Zustédnde, da auf die Weise nur der entsprechen-
de Teil-Hamilton-Operator geméafl Tabelle 2.1 diagonalisiert werden muss. Fiir die
symmetrischen Zustidnde sieht das Bild allerdings ganz dhnlich aus.

Auf den ersten Blick scheinen die beiden Teilbilder von Abbildung 4.3 fiir die bei-
den Modelle sehr verschieden. Das liegt in hohem Mafle an den Verteilungen, die
sehr unterschiedlich breit sind und einen sehr verschiedenen visuellen Eindruck zur
Folge haben. Wihrend das Zufallspotential im Anderson-Modell eine grofie Streu-
ung in den Inversen Besetzungszahlen hervorruft, verhélt sich das Aubry-André-
Modell aufgrund des analytisch bestimmten Potentials in dieser Hinsicht sehr viel
systematischer. Diese Feinheiten werden zu einem spéteren Zeitpunkt aufgegriffen,
wéahrend im Moment neben dem visuellen Eindruck der Verteilungen zunéchst vor
allem das Verhalten der Mittelwerte diskutiert werden soll. Anhand der Vertei-
lungen kann man in diesem Zusammenhang jedoch insbesondere verifizieren, dass
dabei keine Artefakte aufgrund der Mittelwertbildung diskutiert werden, sondern
generische Eigenschaften der Zustdnde zugrunde liegen.

Zunichst seien wieder die Grenzfille verschwindenden und unendlichen Poten-
tials diskutiert. Hier ist auffillig, dass die Verteilungen sehr schmal werden, was
bedeutet, dass P fiir alle Zustdnde den selben Wert annimmt. Das folgt unmit-
telbar aus der schon diskutierten Tatsache, dass die Husimi-Funktion in diesen
Grenzfillen durch Streifen im Phasenraum beschrieben wird. Da sich die Lage der
Streifen nicht im Besetzungsmafl P niederschléagt, ergibt sich immer derselbe Wert.
Dabei sind aber die Félle zweier Streifen auszunehmen, falls sich diese tiberlappen.
Solche Fiélle unterscheiden sich dann in ihrem Besetzungsmafl gegeniiber wohlse-
parierten Streifen. Fiir zunehmende Systemgrofie werden diese Ausnahmen aber
immer unbedeutender, weil ihre Anzahl relativ zur Gesamtzahl der Zustdnde im-
mer kleiner wird. Das liegt daran, dass die Breite der Streifen relativ zur Groflie des
Phasenraums fiir zunehmende Systemgrofie abnimmt.
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Bereits bei Abbildung 4.2 wurde die Anzahl der Streifen aufgrund von Symme-
trien im Problem erldutert. Demnach treten beim Aubry-André-Modell sowohl im
Fall verschwindender wie auch unendlicher Potentialstérke zwei Streifen auf, im ers-
ten Grenzfall bei bestimmten Wellenzahlen, im zweiten Fall bei bestimmten Orten.
Da die Auflosung in diesen beiden Phasenraumrichtungen gleich gewéhlt wurde,
sind auch die Besetzungszahlen fiir diese Streifen gleich. Im Anderson-Modell tritt
hingegen im Grenzfall unendlicher Unordnungsstérke nur ein Streifen auf, wihrend
fiir verschwindende Unordnung wie im Aubry-André-Modell zwei Streifen vorhan-
den sind. Demnach ist die Besetzung des Phasenraums fiir grofSie Unordnungsstérke
gegeniiber dem Fall ohne Unordnung halbiert. Fiir die Inverse Besetzungszahl im
Phasenraum, die genau diesen Sachverhalt reziprok abbildet, ergibt sich deshalb
fiir das eindimensionalen Anderson-Modell im Grenzfall groer Unordnung ein um
den Faktor 2 groflerer Wert als fiir verschwindende Unordnung.

Fiir mittlere Potentialstérken ist der Unterschied zwischen den beiden Modellen
hingegen fundamental. Beim Anderson-Modell wird fiir zunehmende Unordnungs-
stiarke zunéichst ein Anwachsen der Inversen Besetzungzahl im Phasenraum beob-
achtet. Nach einem Scheitel fillt der Wert anschlieend wieder ab. Wie schon Ab-
bildung 4.2 an einem einzelnen Beispiel vermutet lief3, ergibt sich hier offensichtlich
generell eine Lokalisierung der Zustédnde im Phasenraum fiir mittlere Unordnungs-
stéarke.

Im Aubry-André-Modell ist das Verhalten bei geringer Unordnung dagegen grund-
verschieden. Zunéchst fallt ndmlich die Inverse Besetzungzahl im Phasenraum mit
zunehmender Potentialstirke. Darauf folgend ist ein Bereich um den Selbstdua-
litdtspunkt A = 2 zu beobachten, in dem die Inverse Besetzungzahl im Phasenraum
sehr schnell zu sehr grofflen Werten anwiéichst. Von da an ist das mittlere Verhalten
vergleichbar mit dem des Anderson-Modells. Allerdings werden im Aubry-André-
Modell gewisse zusétzliche Strukturen in den Verteilungen deutlich, die an spéterer
Stelle noch aufgegriffen werden. Zunéchst soll aber ein direkter Vergleich mit dem
Verhalten im Ortsraum und im Impulsraum angestellt werden, denn bisher ist iiber-
haupt nicht klar, ob die Phasenraumanalyse iiberhaupt zu Erkenntnissen fiihrt, die
auf andere und insbesondere einfachere Weise nicht auch schon verfiighar sind.

4.3 Inverse Besetzungzahl im Orts- und Impulsraum

In Abbildung 4.4 ist die Inverse Besetzungszahl im Ortsraum P, dargestellt, wobei
die selbe Auftragung wie in der vorangegangenen Abbildung 4.3 verwendet wur-
de. Die Abbildung 4.4 zeigt, dass die Inverse Besetzungszahl sowohl im Anderson-
Modell wie auch im Aubry-André-Modell bei geringer Unordnungsstéirke klein ist
und fiir groffe Unordnungsstéirke maximal wird. Beim Anderson-Modell néhert sich
P, dabei dem Wert Eins an, was die Lokalisierung auf einem einzigen Gitterplatz
anzeigt. Im Aubry-André-Modell tritt hingegen an dieser Stelle der Wert 1/2 auf,
was unter Beriicksichtigung der Symmetrie des Problems ebenfalls maximaler Lo-
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Abbildung 4.4: Graustufen-Darstellung der Verteilungen des Logarithmus der Inversen
Besetzungszahl im Ortsraum Py als Funktion der Potentialstérke. Die Teilbilder fiir das
eindimensionale Anderson-Modell (links) und das Aubry-André-Modell (rechts) wur-
den aus den selben Energiecigenzustinden erzeugt, die auch in Abbildung 4.3 verwandt
wurden.

kalisierung entspricht.

Sieht man allerdings von den Grenzfillen und auch den feineren Strukturen ins-
besondere in der Verteilung beim Aubry-André-Modell ab, ist dennoch ein augen-
scheinlich erheblicher Unterschied in Abbildung 4.4 zu beobachten. Der Wechsel
von ebenen Wellen hin zu lokalisierten Zusténden verlduft beim eindimensiona-
len Anderson-Modell ausgesprochen kontinuierlich, wéhrend beim Aubry-André-
Modell ein sehr viel plétzlicheres Umschlagen des Verhaltens im Bereich um den
Punkt der Selbstdualitdt A = 2 zu verzeichnen ist. Das liegt darin begriindet, dass
das Aubry-André-Modell im Grenzfall L — oo an dieser Stelle einen Phaseniiber-
gang zeigt. Der fundamentale Unterschied zwischen den beiden Modellen, wie er
sich im Phasenraum in Abbildung 4.3 ergibt, erscheint jedoch aus dem Ortsraum-
verhalten allein nicht erkldrbar. Deshalb soll zusétzlich noch der Impulsraum heran-
gezogen werden, der in der Phasenraumdarstellung gleichberechtigt zum Ortsraum
auftritt.

In Abbildung 4.5 ist die Inverse Besetzungszahl im Impulsraum Py in einer Auf-
tragung analog zu den Abbildungen 4.3 und 4.4 zu sehen. Der Vergleich mit der
Inversen Besetzungszahl im Ortsraum aus Abbildung 4.4 zeigt eindrucksvoll das
komplementédre Verhalten zwischen Ortsraum und Impulsraum. Eine vollsténdige
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Abbildung 4.5: Graustufen-Darstellung der Verteilungen des Logarithmus der Inversen
Besetzungszahl im Impulsraum Py als Funktion der Potentialstiarke. Die Teilbilder fiir
das eindimensionale Anderson-Modell (links) und das Aubry-André-Modell (rechts)
wurden aus den selben Energieeigenzustéinden erzeugt, die auch in Abbildung 4.3 ver-
wandt wurden.

Lokalisierung in dem einen Raum bedingt eine entsprechende Delokalisierung im
anderen Raum. Die Komplementaritiat ist beim Aubry-André-Modell sogar ana-
lytisch in den Inversen Besetzungszahlen im Orts- und Impulsraum. Mittels Dua-
litdtstransformation ergibt sich namlich fiir die einzelnen, mit dieser Transformation
verkniipften Zustdnde und somit auch fiir das Ensemble aller Zusténde die folgende
Aquivalenz:

P(\) = R(4/2). (4.1)

Dain den Abbildungen 4.4 und 4.5 eine logarithmische Achse fiir die Potentialstérke
verwendet wurde, gehen die rechten Teilbilder, die P, und P fiir das Aubry-André-
Modell zeigen, direkt durch Spiegelung am Selbstdualitétspunkt A = 2 auseinander
hervor.

Nachdem nun auch das Verhalten der Inversen Besetzungszahl im Ortsraum und
im Impulsraum angegeben wurde, bietet sich der Vergleich dieser Ergebnisse mit
der Inversen Besetzungszahl im Phasenraum an. Beim eindimensionalen Anderson-
Modell erscheint das auf den ersten Blick wenig problematisch. Fiir geringe Unord-
nungsstiarke konnte man annehmen, dass die Phasenraumbesetzung mit der Beset-
zung des Ortsraums korreliert ist. Nachdem dann das Maximum der Inversen Beset-
zungszahl im Phasenraum erreicht ist, iibernimmt die Impulsraumbesetzung diese

41

Dieses Buch ist erhéltlich im Verlag Dr. Hut, Miinchen, www.dr.hut-verlag.de (ISBN 3-89963-010-6)



4 Phasenraumanalyse ungeordneter Systeme

dominierende Rolle. Der Mechanismus, der zu dieser Kopplung und dem Wechsel
zwischen der dominanten Rolle des Ortsraums und des Impulsraums fiihrt, ist da-
bei natiirlich noch zu klaren. Zunéichst mag an dieser Einschéitzung der Situation
verwunderlich sein, dass beispielsweise fiir starke Unordnung, also Lokalisierung im
Ortsraum, ausgerechnet die Impulsraumbesetzung mit der Phasenraumbesetzung
korreliert sein soll. Selbiges gilt analog im Fall schwacher Unordnung.

Beim Aubry-André-Modell ist eine plausible Erklarung auf dhnlichem Niveau
aber gar nicht erst moglich. Wie bereits begriindet wurde, sind die Inversen Be-
setzungszahlen im Ortsraum und im Impulsraum durch Spiegelsymmetrie um den
Selbstdualitatspunkt A = 2 miteinander verkniipft. Diese Symmetrie ist im Pha-
senraum deutlich gebrochen. Die Ursache fiir diesen Symmetriebruch kénnen die
Besetzungszahlen allein nicht liefern. Damit ist es an der Zeit, die Zusammenhénge
zwischen den Besetzungszahlen in den verschiedenen Raumen detailiert zu unter-
suchen.

4.4 Verkniipfung zwischen den verschiedenen
Besetzungsmallen

4.4.1 Zwei-Zustands-Modell

Fiir eine analytische Erfassung der Besetzungsmafle bietet es sich an, zunéchst einen
einfachen Grenzfall zu betrachten. Ausgehend von lokalisierten Zustdnden auf ein-
zelnen Gitterplatzen soll dazu die Kopplung zweier Gitterpléatze betrachtet werden.
Fiir das Anderson-Modell ergibt sich dieser Umstand im Fall grofler Potentialstérke,
wenn zuféllig zwei benachbarte Gitterplatze energetisch nah beieinander liegen. Die
Wahrscheinlichkeit, dass dieser Fall eintritt, wird nachher noch zu diskutieren sein.
Im Moment sei ein solcher Spezialfall angenommen und der Hilbertraum auf die
dieses Zweiniveausystem beschrankt. Der Hamilton-Operator lautet in der Basis
der beiden beteiligen Gitterplitze |i) und |j) somit:

-A/2 -1
m (72 54, »
Die absolute Position auf der Energie ist hierbei nicht von Bedeutung, so dass nur
die Energiedifferenz zwischen den beiden Gitterplatzen A auftritt. Die Energieskala
selbst ist wie beim Anderson-Modell durch den Betrag der Hiipfmatrixelemente
t = 1 festgelegt, also durch die Nichtdiagonaleintrage von (4.2).
Die Eigenzustidnde dieses Zwei-Zustands-Modells lassen sich sehr gut durch einen
Winkel ¢ parametrisieren fiir den gelten soll:
2

tan(2¢) = N (4.3)
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Damit ergibt sich fiir die Eigenzustédnde:

|th1) = cos ¢ |i) —sin ¢ |j) und (4.4a)
[12) = sin ¢ |i) + cos @ |7) . (4.4Db)

Fiir diese Eigenzustdnde kann man nun die Inversen Besetzungszahlen im Orts-
raum, im Impulsraum und im Phasenraum bestimmen. Dabei sei ein eindimensio-
nales Problem mit Systemgrofle L angenommen. Der Abstand zwischen den beiden
Gitterplitzen sei a = j —i. Im Fall benachbarter Gitterplétze ist @ = a = 1 entspre-
chend der Skala, wie sie in Kapitel 2 bei der Einfiithrung der kinetischen Energie auf
dem Gitter festgelegt wurde. Es wird sich aber herausstellen, dass der Fall a > 1
ebenfalls von Interesse ist. Durch Einsetzen der beiden Zusténde (4.4) in die Defini-
tionen der Inversen Besetzungszahlen ergibt sich fiir beide Zusténde gleichermaflen:

1 ~2
P= ﬁ cos¢ + sin¢ + 4 cos?¢ sin’¢ exp <—%'2)}

1 A% + 2+ 4 exp(— a*/40?)

= 4.
VL A2 +4 (4.52)
A% +2
P, = cos*¢ + sin'¢ = Az i 1 (4.5b)
1 1 A2
P = Z(l + 2 cos?¢ sin?¢p) = T A2 ii (4.5¢)

Dass die Ergebnisse fiir beide Zusténde (4.4) iibereinstimmen, ist wenig verwun-
derlich, denn die beiden Zustdnde vertauschen abgesehen vom Vorzeichen nur die
Rollen der beiden beteiligten Gitterplétze |7) und |j). Zudem sind die Werte, die
sich fiir A — oo ergeben, genau die, die man fiir einen im Ort lokalisierten Zustand
erwartet.

Interessanter ist hingegen der Vergleich der Inversen Besetzungszahlen in den
verschiedenen Rdumen untereinander. Wenn man von den Vorfaktoren 1/ \/f, 1
und 1/L in P, P, und Py absieht, stellt sich ndmlich im Fall @ < o heraus, dass
sich P genau wie Py verhilt. Die exponentiell kleine Korrektur zu dieser Aqui-
valenz kommt nur aufgrund der Verdnderung der Streifenbreite im Phasenraum
zustande und ldsst sich bei hinreichend groflen Systemen komplett vernachléssi-
gen. Gilt hingegen a > o, nimmt P genau die Form von P, an. Im Phasenraum
besitzt also der Abstand der beiden Gitterpliatze entscheidende Bedeutung. Das
ist wiederum gar nicht so {iberraschend, denn der Phasenraum zeichnet sich ge-
nau dadurch aus, dass dort nur Strukturen aufgelost werden konnen, die grofl
gegeniiber der endlichen Auflésung im Phasenraum sind. Fiir benachbarte Git-
terpldtze mit a = 1 ist genau das nicht der Fall. Interessanterweise nimmt die
Inverse Besetzungszahl im Phasenraum dann den funktionalen Zusammenhang der
Inversen Besetzungszahl im Impulsraum an. Dort fithrt die Uberlagerung der Orts-
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wellenfunktionen zweier benachbarter Platze zu einer langwelligen Oszillation. Die
Fourier-Transformation (2.17a) beim Ubergang einer Wellenfunktion aus zwei im
Ort lokalisierten Anteilen fithrt namlich zu einer Uberlagerung zweier Oszillatio-
nen, bei der die mittlere und die relative Ortskoordinate als Oszillationsparameter
auftreten. Die Funktion einer Einhiillenden {ibernimmt die langsame Oszillation,
die beim Zustand (4.4a) in Impulsdarstellung zur Abhéngigkeit ¢ (k;) ~ sin(k;a/2)
fithrt. Fir den Zustand (4.4b) taucht an dieser Stelle statt des Sinus ein Kosi-
nus auf, was die Orthogonalitit der beiden Wellenfunktionen wiederspiegelt. Diese
langwellige Oszillation in Impulsdarstellung lésst sich natiirlich im Phasenraum
entsprechend wiederfinden. Damit ist auch von der physikalischen Anschauung her
klar, warum fiir a < o die Besetzung im Phasenraum von der im Impulsraum do-
miniert wird. Die wesentliche Zutat stellt die endliche Auflésung des Phasenraums
in der Ortskoordinate dar.

Das diskutierte physikalische Bild lasst sich in dieser Form auch genau in Abbil-
dung 4.2 wiederfinden, ndmlich am deutlichsten im Fall des Anderson-Modells fiir
Unordnungsstirke W = 8 (zweit-unterstes Bild links). Dort ist zu sehen, dass in
Impulsrichtung eine langwellige Oszillation auftritt, die genau durch die Inverse Be-
setzungszahl im Phasenraum erfasst werden kann. Ausgelost wird dieses Verhalten
durch den eben besprochenen Effekt, dass in erster Ordnung im Hiipfmatrixelement
zwei benachbarte Zustdnde gekoppelt werden, was sich im Phasenraum aber in der
Breite des Streifens nur in vernachléssigbarer Weise niederschligt. Viel substanziel-
ler ist der Impulsraumeffekt dieser Kopplung, der zu einer langwelligen Oszillation
fiithrt. Die resultierenden gekoppelten Zusténde stellen auf diese Weise insbesondere
auch ihre Orthogonalitét sicher.

Auch im Aubry-André-Modell findet der Ubergang zur Lokalisierung auf einzel-
nen Gitterplédtzen bei hoher Potentialstirke nach dem selben Mechanismus statt,
dass ndmlich die Ankopplung an benachbarte Gitterplitze aufgrund der energeti-
schen Separation zwischen den Gitterpldtzen immer kleiner wird. Die Besetzung
des Phasenraums wird in diesem Bereich also ebenso durch die Besetzung des Im-
pulsraums bestimmt.

Mit dieser Erkenntnis kann man nun zur Fragestellung zuriickkehren, warum die
Inverse Besetzungszahl im Phasenraum im Aubry-André-Modell die urspriingliche
Symmetrie der Inversen Besetzungszahlen im Orts- und Impulsraum bricht. Es wird
sich herausstellen, dass die Ursache dieses Verhaltens auch fiir den Unterschied zwi-
schen dem eindimensionalen Anderson-Modells und dem Aubry-André-Modell fiir
geringe Potentialstéirke verantwortlich ist. Dieses letztgenannte Problem lésst sich
aber etwas leichter diskutieren, da hier insbesondere zunéchst das eindimensionalen
Anderson-Modell fiir kleine Unordnungsstéirke behandelt werden kann. Die Uber-
tragung der Ergebnisse aus dem Grenzfall starker Unordnung ist in diesem Fall
besonders einfach, da im Wesentlichen nur die Rolle von Orts- und Impulsraum
vertauscht ist.

Abbildung 4.2 gibt im Anderson-Modell fiir die Unordnungsstirke W = 0.3
(zweit-oberstes Bild links) bereits einen Hinweis auf den Rollentausch zwischen
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Orts- und Impulsraum. Man beobachtet deutlich, dass eine Kontraktion des Strei-
fens in Richtung der Ortskoordinate stattfindet, aber sich die Breite des Streifens
in Impulsrichtung kaum &ndert. Dabei ist zu beachten, dass die rechts in Abbil-
dung 4.1 gezeigte Skala stark nichtlinear ist. Die kleinen Effekte in etwas groflerer
Entfernung zum Streifen sind deshalb in dieser Auftragung sehr stark iiberhoht wie-
dergegeben, wohingegen der Einfluss auf die Inverse Besetzungszahl im Phasenraum
vernachléssighar ist. Der wesentliche Effekt, ndmlich die Kontraktion in Richtung
der Ortskoordinate und die resultierende langgestreckten Form in Impulsrichtung
bedeuten analog zu der vorangegangenen Diskussion bei hohen Potentialstérken,
dass Impulseigenzustinde durch ein schwaches Unordnungspotential im eindimen-
sionalen Anderson-Modell zunédchst offensichtlich nur an Zustdnde mit dhnlichem
Impuls ankoppeln. Die Phasenraumkontraktion gibt in diesem Grenzfall somit im
wesentlichen die Ortsraumeigenschaften wieder.

Um die Kopplung zwischen verschiedenen Impulszustinden zu verstehen, muss
man die Eigenschaften des Potentials studieren, welches die Kopplung verursacht.
Beim Anderson-Modell ist dies ein Zufallspotential, das insbesondere keine impuls-
spezifischen FEigenschaften zeigt. Im Resultat sind die Matrixelemente zwischen
Impulseigenzustdnden unabhingig vom Impuls. Die effektive Kopplung zwischen
Zustdnden mit benachbartem Impuls ist deshalb auch kein Effekt des Potentials
selbst, sondern basiert auf der Eigenschaft, dass Zusténde, die sich betragsméflig nur
wenig im Impuls unterscheiden, auch energetisch benachbart sind und umgekehrt.
Dies ist eine direkte Folge der Dispersionsrelation freier Teilchen in einer Dimension,
wie sie in Abbildung 2.1 dargestellt ist.

Fiir das eindimensionale Anderson-Modell kann man somit den Schluss ziehen,
dass bei geringer Unordnung fiir zunehmende Unordnungsstéirke eine Verringerung
der Besetzung des Phasenraums aufgrund der Dominanz des Verhaltens im Orts-
raum gegeben ist, wiahrend bei starker Unordnung eine analoge Verringerung der
Besetzung des Phasenraums mit abnehmender Unordnungsstérke durch die Domi-
nanz des Impulsraums stattfindet. Zusammen mit den Grenzfillen freier Teilchen
beziehungsweise unendlichem ungeordneten Potential, bei denen vollsténdige Loka-
lisierung im Impulsraum beziehungsweise im Ortsraum zu beobachten ist, sind da-
mit die linken Teilbilder der Abbildungen 4.2 bis 4.5 konsistent erklart. Insbesonde-
re stellt die deutliche Lokalisierung im Phasenraum fiir mittlere Unordnungsstérke
eine logische Folge aus der Analyse der Grenzfille dar. Der Lokalisierungseffekt
wird mit zunehmender Systemgrofie immer markanter, wie eine spétere Analyse
des Skalierungsverhaltens noch ergeben wird.

Es ist nun aber zunéchst naheliegend, eine analoge Betrachtung des Falls ge-
ringer Potentialstirke im Aubry-André-Modell anzustellen. Auch hier interessiert
demnach die Kopplung von Impulseigenzustdnden durch das Potential des Aubry-
André-Modells. Abbildung 4.2 zeigt an dieser Stelle aber bereits ein deutlich anderes
Bild, als es zuvor fiir das Anderson-Modell diskutiert wurde. Schon fiir sehr geringe
Potentialstérke (Teilbild rechts oben) treten bereits zusitzliche Streifen schwach
hervor, die zu ganz anderen Impulsen gehodren, als der einzelne zentrale Streifen,
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der die Losung fiir freie Teilchen darstellt. Die Ursache ist eine spezielle Eigen-
schaft des Potentials. Dieses besitzt eine Periodizitét, die zwar auf dem Gitter nur
in Form einer Quasiperiodizitit auftritt, bei der Berechnung von Matrixelementen
zwischen Impulseigenzusténden aber dennoch voll zur Geltung kommt. Es ist ei-
ne bekannte Eigenschaft periodischer Strukturen, effizient bestimmte Wellenzahlen
iibertragen zu konnen, wie es beispielsweise im Rahmen der Festkérperphysik aus
Streuexperimenten bekannt ist. Ursache bildet die konstruktive Interferenz durch
die periodischen Struktur bei passenden Wellenzahlen. Dadurch kann das quasi-
periodische Potential des Aubry-André-Modells einen festen Impulsiibertrag reali-
sieren, wihrend Matrixelemente zwischen allen anderen Impulseigenzustéinden in
Form von destruktiver Interferenz verschwinden.

Diese Eigenschaft des Aubry-André-Modells lésst sich auch im Rahmen der Dua-
litdtstransformation verstehen. Bei hoher Potentialstérke ist die Kopplung auf be-
nachbarte Zustdnde im Ortsraum beschrénkt, weil die kinetische Energie nur direkt
benachbarte Gitterplitze koppelt. Wendet man nun die Dualitdtstransformation an,
wird diese Losung im Ortsraum zu einer Losung im Impulsraum fiir kleine Poten-
tialstdrke. Allerdings tritt hierbei eine Permutation auf, so dass die urspriinglich
im Ortsraum benachbarten Gitterplatze nachher im Allgemeinen weit voneinander
entfernt im Impulsraum liegen. Das entspricht genau dem Impulsiibertrag, den das
quasiperiodische Gitter zu leisten vermag.

Anhand der Gleichungen (4.5) zeigt sich nun, dass im Fall der Ankopplung
weit voneinander entfernter lokalisierter Zustiande im Ortsraum, also fiir a > o,
die Inverse Besetzungszahl im Phasenraum durch die Inverse Besetzungszahl im
Ortsraum dominiert ist. Fiir geringe Potentialstérke, also im Impuls lokalisierte
Zusténde, gilt ganz analog die Dominanz der Inversen Besetzungszahl im Impuls-
raum. Eine Wiederholung der Herleitung mit dem Zwei-Zustands-Modell (4.2) aller-
dings fiir Impulseigenzustéande ist aber in diesem Zusammenhang unnétig, denn die
Uberlegungen lassen sich von Ortseigenzustinden direkt auf Impulseigenzusténde
iibertragen. Viel interessanter ist hier nun noch der Gesamtiiberblick iiber das Ver-
halten des Aubry-André-Modells im Phasenraum fiir beliebige Potentialstéirke und
die anschlieende Gegeniiberstellung mit dem Anderson-Modell.

Wie zuletzt argumentiert wurde, verursacht die starke Kopplung von Impuls-
eigenzustinden bei festem Impulsiibertrag durch das quasiperiodische Potential
des Aubry-André-Modells eine Dominanz der Besetzung im Impulsraum fiir die
Besetzung des Phasenraums bei geringer Potentialstérke. Gleichzeitig ist diese Do-
minanz auch fiir grofle Potentialstarken zu finden. Da die Inverse Besetzungszahl
im Impulsraum fiir zunehmende Potentialstéirke monoton fallt, fillt auch die In-
verse Besetzungszahl im Bereich schwachen und starken Potentials. Gleichzeitig
sind die Grenzfille verschwindenden und unendlichen Potentials durch Streifen im
Phasenraum gegeben, so dass die Inversen Besetzungszahlen im Phasenraum in
diesen Fallen iibereinstimmen. Als einzige Losung bleibt daher, dass die Inverse
Besetzungszahl im Phasenraum fiir mittlere Potentialstérke zeitweise ansteigt, wie
es auch schon in Abbildung 4.3 im Bereich um den Selbstdualitidtspunkt \ = 2
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beobachtet wurde.

Im Ergebnis kann man zunéchst festhalten, dass der Phasenraum offensichtlich
einen iiberaus geeigneten Rahmen bildet, um Kopplungseigenschaften lokalisier-
ter Zusténde zu analysieren, wie sie in den Grenzfillen schwachen und starken
Potentials beobachtet werden. Aufgrund der intrinsischen endlichen Auflésung im
Phasenraum werden dabei die Orts- und Impulsinformationen anders behandelt,
als dies bei der Orts- oder Impulsdarstellung der Wellenfunktion der Fall ist.

In diesem Zusammenhang sei eine aktuelle Untersuchung von Varga und Pipek
angesprochen [58], in der ein Zusammenhang zwischen der Orts- und Impulsdar-
stellung der Wellenfunktion und Besetzungsmafien im Phasenraum vorgestellt wird.
Interessanterweise ist die Essenz, dass die Orts- und Impulsrauminformationen mit-
tels einer gauB-formigen Verteilung verschmiert werden miissen. Dazu werden die
beiden Grofien ﬁx und ﬁk eingefiihrt:

- dk
Po= [d 2 o(x, k
/x /%p(x )

2

. ) (4.6a)
o [ | [arew [-U2T e |
a:/gkﬁmmwf "
:%? g%ﬂ/ﬁwm{—ﬁw—%ﬂ|w@p2

Wie in [58] und in Kapitel 3 sei an dieser Stelle nur der eindimensionale Fall ange-
geben. Die hierbei entstehenden Inversen Besetzungszahlen der gegliatteten Wellen-
funktionen miissen nun nur miteinander multipliziert werden, um eine Naherung
fiir die Inverse Besetzungszahl im Phasenraum zu erhalten:

P~ P.Py. (4.7)

Diese Abschitzung bestétigt die Bedeutung der endlichen Auflésung im Phasen-
raum, die auf die physikalische Interpretation einen so wesentlichen Einfluss hat,
indem zwischen lokalen und nichtlokalen Anderungen unterschieden wird. Es sollte
aber auch angemerkt werden, dass die gaufische Verschmierung (4.6), die Varga und
Pipek diskutiert haben, im Vergleich zur Berechung der Besetzungszahlen fiir die
Orts- und Impulsdarstellung einer Wellenfunktion einen erheblichen numerischen
Zusatzaufwand darstellt. Gegeniiber der Berechung der Inversen Besetzungszahl
im Phasenraum nach (3.17) ist kein Vorteil im Aufwand zu verzeichnen. An dieser
Stelle ist deshalb das von Varga und Pipek angegebene Verfahren vor allem als
Bestétigung der physikalischen Interpretation von Bedeutung und unterstreicht die
Relevanz der gaufischen Verschmierung.
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4.4.2 Mittleres Verhalten der BesetzungsmalBe

Im Rahmen der analytischen Resultate (4.5) aus dem Zwei-Zustands-Modell (4.2)
kann man nun auch das Verhalten der Mittelwerte der Inversen Besetzungszahlen
in den verschiedenen Réumen fiir Bereiche schwachen und starken Potentials disku-
tieren, in denen die Naherung mittels des Zwei-Zustands-Modell gerechtfertigt ist.
Die Giiltigkeit ist also auf Bereiche beschrinkt, in denen die Kopplung nur zwei-
er lokalisierter Zusténde relevant ist. Dazu miissen die Ergebnisse (4.5) mit einer
entsprechenden Verteilungsfunktion fiir die Niveauabstiande A gewichtet werden.

Wie im vorangegangenen Abschnitt soll auch hier zunéchst die Diskussion des
Anderson-Modells bei grofler Unordnung im Vordergrund stehen. In diesem Fall ist
die energetische Differenz zwischen Gitterpliatzen ¢ und j durch die Differenz der
potentiellen Energien V; und V; auf den Gitterpldtzen bestimmt. Da das Vorzei-
chen der Energiedifferenz im Rahmen des Zwei-Zustands-Modells keine Rolle spielt,
ergibt sich:

w2 w/2
2
P(A) =N, / dVy / dVs 5(A—|V2—V1|):W(W—A)- (4.8)
W2 w2

Die Verteilung P;(A) ist somit fir 0 < A < W definiert und durch geeignete
Wahl von N; normiert. Fiir das Zwei-Zustands-Modell ist diese Verteilung aber
nicht geeignet, den in diesem Modell werden nur zwei Pldtze aneinander gekop-
pelt. Tatséchlich sind beispielsweise im Anderson-Modell in einer Dimension an je-
den Gitterplatz immer zwei Nachbarplédtze angekoppelt. Das Zwei-Zustands-Modell
kann jedoch auch in diesem Fall eingesetzt werden, wenn nédmlich von den zwei an-
gekoppelten Nachbarn einer energetisch néher liegt. Dann kann man den anderen
Nachbarn bei hoher Potentialstirke vernachlissigen, denn dessen Ankopplung an
das Zwei-Zustands-Modell wird unbedeutend. Das bedeutet, dass die Wahrschein-
lichkeit P,(A) interessiert, bei der ein benachbarter Gitterplatz den Potentialab-
stand A aufweist und gleichzeitig der zweite benachbarte Gitterplatz einen grofieren
energetischen Abstand als A hat. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung Pa(A) ist so-
mit:

W 4

Py(A) = N, p@)/ Qo Pi(a) = oo (

A
Die Konstante N, ist wiederum durch Normierung der Verteilung bestimmt. Das
Ergebnis ldsst sich iibrigens direkt auf den Fall von 2d Nachbarn verallgemeinern,
wie sie im d-dimensionalen Anderson-Modell auftreten. Das Resultat lautet hierfiir:

W —A)?. (4.9)

Pog(A) = Nog Py (A) { /A N dx P, (:c)] o = % (W — A=t (4.10)

Ausgehend von diesen Verteilungen konnen nun Mittelwerte fiir die Inversen Be-
setzungszahlen bestimmt werden, indem die Ergebnisse (4.5) mit den Verteilungen
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Abbildung 4.6: Vergleich der gemittelten Inversen Besetzungszahlen geméfl dem Zwei-
Zustands-Modell (4.11) mit Daten des eindimensionale Anderson-Modells, die schon in
den Abbildungen 4.3 bis 4.5 verwendet wurden.

fiir A gewichtet werden. Man erhélt:

P = /W dA Pyy(A) P(A) ~ L2 (1 + Q%d 2 exp(—a/40?) — 1]) (4.11a)
_ 4 2md

P, = /0 dA Pyy(A) P(A) =~ 1 — STa (4.11b)
B = /W dA Poy(A) P(A) =~ L™ (1 + Q%d) (4.11c)

Die Integrale lassen sich vollstdndig 16sen, wobei Losungen in hheren Dimensionen
immer mehr Terme enthalten. Fiir grole Unordnungsstéarken W interessiert jedoch
nur die soeben angegebene niedrigste Ordnung in 1/W. Es sollte angemerkt werden,
dass nicht nur Potenzen in 1/W auftreten, sondern auch logarithmische Terme wie
beispielsweise In(WW) /W2,

Die Ergebnisse des Zwei-Zustands-Modells (4.11) stimmen aber bereits in der
Néherung (4.11) sehr gut mit dem Verhalten der Mittelwerte der Inversen Beset-
zungszahlen in den verschiedenen Raumen iiberein. Dazu wurden die Daten fiir das
eindimensionale Anderson-Modell aus den Abbildungen 4.3 bis 4.5 gemittelt und
die Koeffizienten ¢ = L¥?P — 1, ¢, = 1 — P, und ¢, = L%P, — 1 bestimmt, die
laut (4.11) tibereinstimmend auf der Geraden 27wd/W liegen sollten. Die exponenti-
ell kleine Korrektur, die sich fiir ¢ geméfl (4.11a) durch die Zunahme der Breite des
Streifens im Phasenraum ergibt, wurde hier nicht mehr beriicksichtigt, da sie fiir
eine Systemgrofie L = 2048 vollig irrelevant ist. Abbildung 4.6 zeigt nun diese Ko-
effizienten ¢, ¢, und ¢, gemeinsam mit der Geraden 27d/W. Die Kurven stimmen

49

Dieses Buch ist erhéltlich im Verlag Dr. Hut, Miinchen, www.dr.hut-verlag.de (ISBN 3-89963-010-6)



4 Phasenraumanalyse ungeordneter Systeme

bereits ab Unordnungsstiarken W = 10 sehr gut {iberein. Allerdings ist in Abbil-
dung 4.6 fiir groe W eine zunehmende Abweichung sichbar und insbesondere die
Steigung der Geraden 2md/W scheint nicht exakt mit den Daten in Ubereinstim-
mung zu liegen. Dabei ist nun zu beachten, dafl bei zunehmender Unordnung die
spezielle Auswahl der Unordnungsrealisierungen immer wesentlicher wird, da immer
weniger beinahe entartete benachbarte Gitterplétze einflieen. Da fiir die verschie-
denen Unordnungsstidrken immer die selben Unordnungsrealisierungen verwendet
wurden, werden kleine Abweichungen von der Vorhersage immer deutlicher, die
aber fiir eine andere Wahl von Unordnungsrealisierungen jeweils verschieden sind.

Es ist recht erstaunlich, dass die Vorhersage des Zwei-Zustands-Modells fiir Un-
ordnungsstiarken W > 10 derart gut ist. Betrachtet man insbesondere den Bereich
um W = 10 in den Verteilungen der Inversen Besetzungszahlen, wie sie in den Ab-
bildungen 4.3 bis 4.5 links zu sehen sind, wird namlich deutlich, dass die Zustdnde
in diesem Bereich in aller Regel bereits auf mehreren Plétzen delokalisiert sein
miissen. Gleichzeitig siecht man in diesem Bereich aber auch eine Haufung bei sol-
chen Inversen Besetzungszahlen, wie sie Zustédnde bei der Belegung von genau zwei
benachbarten Gitterpliatze besitzen. Im Rahmen der Diskussion spezieller Zustdnde
wird dieser Effekt nochmals aufgegriffen. Es ist an dieser Stelle zunéchst aber recht
instruktiv, die Frage nach der Beriicksichtigung dreier benachbarter Gitterplatze zu
stellen. Die Berechung der Inversen Besetzungszahlen wird dabei immens verkom-
pliziert. Allerdings lasst sich sehr einfach die Haufigkeit bestimmen, mit der dieser
Fall iiberhaupt von Interesse wird. Im Vergleich zum Zwei-Zustands-Modell muss
dazu die Verteilung P5(A) bestimmt werden, die die Wahrscheinlichkeit angibt, dass
ein benachbarter Gitterplatz den Potentialabstand A aufweist und gleichzeitig der
zweite benachbarte Gitterplatz einen kleineren energetischen Abstand als A hat.
Analog zu (4.9) gilt also:

A
Py(A) = Ny Pl(A)/O dz Py(z) = % AW =AY (W —-A/2). (4.12)
Die Verteilung P;(A) ist somit iibrigens die Summe der beiden Verteilungen P(A)
und 152(A) bei Anpassung der Normierung. Viel interessanter ist allerdings, dass
sich die Verteilung Py(A) fiir W — oo und festes A dem Wert Null néhert, wihrend
Py(A) in diesem Grenzfall ungleich Null, ndmlich sogar maximal wird. Bei einer
Integration analog zu (4.11) treten deshalb bei der Kopplung von mehr als zwei
benachbarten Gitterplédtzen, die beinahe entartet sind, keine Terme der Ordnung
1/W auf. Dabei ist entscheidend, dass fiir die Inversen Besetzungszahlen in den
verschiedenen Rdumen, die sich bei gleichméssiger Besetzung zweier oder dreier
Gitterplatze ergibt, kein erheblicher Unterschied besteht. Beispielsweise ist Py fiir
zwel Gitterplatze 1/2 und fiir drei Gitterpldtze 1/3. Dieser Faktor ist unerheb-
lich im Vergleich zur veréinderten Verteilung Py(A) und Py(A). Deshalb gibt das
Zwei-Zustands-Modell die physikalisch relevanten Prozesse in Ordnung 1/W kor-
rekt wieder.
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Auch fiir das Aubry-André-Modell kann man in ganz analoger Weise eine Analyse
des Verhaltens bei groBer Potentialstérke vornehmen [11]. Dazu sind lediglich die
Verteilungen P;(A) und Py(A) anzupassen und Vorfaktoren zu ergénzen, die das
Auftreten zweier Streifen aufgrund der Potentialgeometrie korrigieren.

Die Dualitétseigenschaft des Aubry-André-Modells bietet dariiber hinaus auch
die Moglichkeit, den Fall schwachen Potentials mit der selben Methodik zu erfassen.
Man kann die Losungen des Aubry-André-Modells fiir starkes Potential, die bis auf
Faktoren identisch zu (4.11) sind, direkt iibertragen, weil im Aubry-André-Modell
auch fiir schwaches Potential ausgewéhlte im Impulsraum lokalisierte Zustande ge-
koppelt werden [11]. Dabei vertauschen Ortsraum und Impulsraum ihre Rollen.
Wie schon diskutiert wurde, bleibt die Inverse Besetzungszahl des Phasenraums
vom Impulsraum dominiert, weil in (4.5a) der Grenzfall der Kopplung entfernter
Zusténde realisiert wird.

4.4.3 Spezielle Zustande

Neben der Erfassung der Mittelwerte der Inversen Besetzungszahlen im Rahmen
des Zwei-Zustands-Modells, ist auch eine zumindest qualitiative Diskussion der auf-
tretenden Verteilungen aufschlussreich. Insbesondere im Aubry-André-Modell sind
in den Abbildungen 4.3 bis 4.5 deutliche Strukturen zu erkennen. Aber auch beim
Anderson-Modell sind etwas abseits vollstandiger Lokalisierung im Bereich starker
Unordnung gewisse Unregelméssigkeiten zu sehen, so beispielsweise im Ortsraum,
bei dem eine Haufung bei P, = 0.5, also In P, = —0.7 gefunden wird. Dieser Wert
tritt im Zwei-Zustands-Modell gerade bei A = 0 auf. Auch die Haufungen in P
und P sind mit dem Zwei-Zustands-Modell bei A = 0 vereinbar. Hier tritt of-
fensichtlich also der Effekt zutage, dass bei einer zufilligen nahezu vollstindigen
Entartung und starker, aber noch nicht zu starker Unordnung, eine Lokalisierung
der Zustédnde auf zwei Gitterpldatze beobachtet werden kann, aber nicht dariiber
hinaus. Entsprechend ist eine gewisse Haufung um diesen Punkt zu verzeichnen.

Fiir kleine Unordnung ist dieser Effekt im Anderson-Modell iibrigens nicht vor-
handen, denn dort kénnen potentiell viele andere im Impuls lokalisierte Zustédnde
ankoppeln, wenngleich energetisch benachbarte bevorzugt werden. Dieser komple-
xere Kopplungsmechanismus verhindert aber, dass sich dhnliche Artefakte einer
Zwei-Zustands-Kopplung etablieren.

Beim Aubry-André-Modell ist fiir grofle Potentialstéirke zunéchst im Grunde der
selbe Effekt zu beobachten wie beim Anderson-Modell. Am deutlichsten wird das
wieder im Ortsraum mit den selben Auswirkungen einer Halbierung der Inver-
sen Besetzungszahl, gegeniiber dem Fall unendlichen Potentials. Die Eigenheit des
Aubry-André-Modells, dass die vollstédndige Ortslokalisierung aufgrund der Poten-
tialsymmetrie in Form der Belegung zweier Gitterplitze erfolgt, ist an dieser Stelle
nicht erheblich. Nun sind aber noch zwei Dinge hervorstechend. Zunéchst ist der
Effekt der Halbierung deutlich stérker ausgeprigt. Das ist eine Folge des quasipe-
riodischen Potentials, denn damit zwei benachbarte Gitterplitze energetisch nah
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beieinander liegen, sind bestimmte Phasenbedinungen der zugrundeliegende peri-
odische Funktion zu erfiillen. Es ldsst sich leicht analysieren, dass weitere benach-
barte Gitterpldtze dann energetisch immer weit separiert sein miissen. Somit lésst
sich die Zwei-Zustands-Naherung erheblich deutlicher beobachten. Damit wird auch
ein zweiter Effekt sichtbar, der im Impulsraum und im Phasenraum zu zusétzlichen
Strukturen fiithrt. Im Zwei-Zustands-Modell sind ndmlich immer zwei Zustédnde be-
teiligt und zunéchst gleichberechtigt. Das ist aber eine Idealisierung, denn in Wahr-
heit besteht immer eine storungstheoretische Ankopplung auch weiterer benachbar-
ter Zusténde. Leider lasst sich eine Verallgemeinerung des Zwei-Zustands-Modells in
dhnlicher analytischer Form nicht durchfiihren, weil bereits die Diagonalisierung ei-
nes allgemeinen Drei-Zustands-Modells eine sehr viel groflere Komplexitét erreicht.
Allerdings lassen sich natiirlich Spezialfille analysieren. Dabei stellt sich heraus,
dass ein symmetrisches Vier-Zustands-Modell, bei dem die Ankopplung zweier ent-
arteter Zustinde an zwei weitere, energetisch gleich weit entfernte Zusténde, zum
Versténdnis des Aubry-André-Modells iiber das Zwei-Zustands-Modell hinaus sehr
hilfreich ist. Der Hamilton-Operator in der Basis der betrachteten Zustdnde lautet:

H, =

A
1
0 (4.13)
0

O = O =
_ O = O

0
0
1
A

Dieses Problem lésst sich vollstéandig 16sen, wobei hier nur die zwei Losungen, die
energetisch nahe bei Energie Null liegen, interessieren. In erster Ordnung in A
lauten diese Zustdnde in Ortsdarstellung (1, —A, FA, +1)/v/2A% + 2, woran man
erkennt, dass fiir A > 1 wieder der entartete Fall des Zwei-Zustands-Modells re-
produziert wird.

Man kann beiden Losungen des Vier-Zustands-Modells nahe Energie Null nun
verwenden, um die Aufspaltung der Inversen Besetzungszahl im Phasenraum nach-
zuvollziehen. Es ergibt sich, dass die symmetrische Losung eine etwas geringere
Inverse Besetzungszahl im Phasenraum aufweist, als die antisymmetrische Losung.
Damit ist die Aufspaltung in Abbildung 4.3 und 4.5 als Effekt der Kopplung von
Gitterpliatzen in hoherer Ordnung verstanden.

Abschliessend sei angemerkt, dass die Dualitétstransformation des Aubry-André-
Modells dazu fiihrt, dass die Diskussionen spezieller Zusténde fiir grofie Potenti-
alstdrke auf den Fall geringer Unordnungsstérke iibertragen werden konnen, wenn
man die Interpretation von Orts- und Impulsraum umkehrt. Im Phasenraum do-
minieren in der Regel aber wiederum die Impulseigenschaften, weil die Kopplung
von im Impuls lokalisierten Zustédnden durch das quasiperiodische Potential grofie
Impulse iibertrigt und die endliche Auflésung im Phasenraum somit ohne Auswir-
kungen bleibt. Es gibt seltene Ausnahmen, dass bei der Permutation (2.19), die
Teil der Dualitdtstransformation ist, benachbarte Zustéinde wieder auf benachbarte
Zusténde abgebildet werden. Man erkennt in Abbildung 4.3 im Bereich von A\ = 1

52

Dieses Buch ist erhéltlich im Verlag Dr. Hut, Miinchen, www.dr.hut-verlag.de (ISBN 3-89963-010-6)



4.5 Anderson-Modell in zwei und drei Dimensionen

schwach, dass einige wenige Zustédnde Inverse Besetzungszahlen im Phasenraum
aufweisen, die oberhalb der generischen Kurve der Maxima der Verteilungen lie-
gen. Diese Zustdnde zeichnen sich durch erste-Ordnungs-Kopplung benachbarter
Impulseigenzustédnde aus. Hohere Ordnungen der Kopplung zerstoren diese spezi-
ellen Kopplungsfélle aber. Solche exotischen Zusténde sind also nicht nur selten,
sondern auch nur in niedrigster Ordnung in der Kopplung zu beobachten.

4.5 Anderson-Modell in zwei und drei Dimensionen

Nachdem nun die vorgestellten eindimensionale Modelle sehr detailliert diskutiert
wurden, ist es interessant, das Anderson-Modell auch in hoheren Dimensionen zu
betrachten. Die Dimensionsabhéngigkeit, die sich insbesondere ab dem dreidimen-
sionalen Fall mit dem Auftreten eines Phaseniibergangs duflert, sollte Auswirkungen
im Phasenraum haben.

Nun lassen sich keine vollstéindigen Abbildungen des Phasenraums fiir Proble-
me erzeugen, die mehr als eindimensional sind, weil bereits fiir ein zweidimensio-
nales Problem der Phasenraum vierdimensional ist. Allerdings haben die voran-
gegangenen Untersuchungen der Inversen Besetzungszahl im Phasenraum gezeigt,
dass die Reduktion der enormen Datenmenge, wie sie eine Phasenraumdarstellung
bereithélt, durchaus wesentliche Informationen herauspréiparieren kann, was eher
niitzlich als einschrinkend ist.

Abbildung 4.7 zeigt die Inverse Besetzungszahl im Phasenraum fiir das zwei-
und dreidimensionale Anderson-Modell. Im Vergleich zum eindimensionalen Fall, in
Abbildung 4.3 links dargestellt, zeigt sich ein deutlicher Unterschied, dass ndmlich
im Fall geringer Unordnungsstirke W die Inverse Besetzungszahl im Phasenraum
mit zunehmender Unordnungsstidrke abnimmt. Von der Struktur her &hnelt das
Verhalten eher dem des Aubry-André-Modells.

Um nun an den Vergleich zwischen dem Anderson-Modell in einer Dimension
und dem Aubry-André-Modell anzuschlielen, sollten auch die Inversen Besetzungs-
zahlen im Ortsraum und im Impulsraum hinzugezogen werden. Diese sind in den
Abbildungen 4.8 und 4.9 gezeigt. Dabei wird deutlich, daf§ die Inverse Besetzungs-
zahl im Ortsraum wiederum monoton ansteigend ist, wihrend im Impulsraum ein
monoton fallendes Verhalten beobachtet wird. Das ist an sich wenig verwunderlich,
treibt doch zunehmende Unordnung das System von der urspriinglichen Lokalisie-
rung im Impulsraum zur Lokalisierung im Ortsraum. In diesem Sinne stimmt das
Verhalten auch mit dem in den Abbildungen 4.4 und 4.5 iiberein. Es stellt sich also
umso mehr die Frage, warum in der Inversen Besetzungszahl im Phasenraum ein so
qualitativer Unterschied zwischen dem eindimensionalen Fall des Anderson-Modells
und dem Verhalten in zwei und mehr Dimensionen vorliegt. In diesem Zusammen-
hang liegt es nahe, zunéchst wieder auf die Diskussion der Grenzfille schwacher
und starker Unordnung zuriickzukommen.

Der Fall starker Unordnung lasst sich dabei erfreulicherweise sehr schnell ab-
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Abbildung 4.7: Der obere Teil der Abbildung zeigt eine Graustufen-Darstellung der Ver-
teilungen des Logarithmus der Inversen Besetzungszahl im Phasenraum P als Funkti-
on der Potentialstdrke W analog zu Abbildung 4.3. Im zweidimensionalen Anderson-
Modell (links) wurde die Systemgréfie L x L = 64 x 64 verwendet, im dreidimensionalen
Anderson-Modell (rechts) hingegen L x L x L = 20 x 20 x 20. Die Verteilung entstand
durch Verwendung der Hilfte aller Energieeigenzustinde um die Bandmitte herum so-
wie 20 verschiedenen Unordnungsrealisierungen. Im unteren Teil der Abbildung ist die
spater diskutierte Grofle ) gezeigt, die in (4.18) als Ma# fiir die Energieniveauabstoffung
im Energiespektrum definiert ist.

handeln, denn bereits in der Diskussion des Zwei-Zustands-Modells wurde mit be-
achtet, dass die Anzahl benachbarter Gitterplatze von der Dimension des Pro-
blems abhéngt. Das wirkt sich namlich nur in den Verteilungen Py(A) aus, die
die Wahrscheinlichkeiten angeben, dass eine beinahe Entartung im Potential zwei-
er benachbarter Gitterplitze bei 2d néchsten Nachbarn auftritt. Mit zunehmen-
der Anzahl von Nachbarn wird diese Wahrscheinlichkeit entsprechend grofier. Das
bedeutet aber keine substantielle Anderung der Ergebnisse des Zwei-Zustands-
Modells (4.11) und die Abbildung 4.6 ldsst sich genauso fiir den zwei- und drei-
dimensionalen Fall des Anderson-Modells erstellen. Verwendet man die Daten aus
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Abbildung 4.8: Graustufen-Darstellung der Verteilungen des Logarithmus der Inversen
Besetzungszahl im Ortsraum Py als Funktion der Unordnungsstirke W analog zu
Abbildung 4.4. Die Teilbilder fiir das zweidimensionale Anderson-Modell (links) und
das dreidimensionale Anderson-Modell (rechts) wurden aus den selben Energieeigen-
zustéinden erzeugt, die auch in Abbildung 4.7 verwandt wurden.

Abbildung 4.7 bis 4.9, ergibt sich ein praktisch identisches Bild. Der Bereich bis zu
dem das Zwei-Zustands-Modell eine gute Approximation darstellt, verschiebt sich
nur zu etwas grofleren Unordnungsstéirken. Auflerdem mufl man im Koeffizienten ¢
fiir die doch erheblich kleineren Systemgréfien die Korrektur der Streifenbreite in
Gleichung (4.11a) beachten. Die Nidherung der Exponentialfunktion mit Eins wére
insbesondere im dreidimensionalen Fall bei . = 20 unangebracht und deutlich zu
beobachten.

Fiir geringe Unordnung ist die Diskussion komplizierter, denn dazu muss zunéchst
der Fall ohne jegliche Unordnung behandelt werden. Es deutet sich in den Abbil-
dungen 4.7 bis 4.9 bereits an, dass sich dieser Grenzfall von den bisher diskutierten
Féllen unterscheidet. Es sind deutlich Verteilungen sichtbar, die endliche Breiten
und auch einige weitere Strukturen aufweisen. Die Ursache dafiir ist, dass die ener-
getische Entartung von Impulseigenzustdnden in héheren Dimensionen mehr als
zwei ist. In einer Dimension sind immer nur ebene Wellen mit den Wellenzahlen &
und —k entartet und die Forderung reeller Wellenfunktionen fiithrt dazu, dass diese
ebenen Wellen zu gleichen Teilen iiberlagert sind'. Dadurch bleiben keine Freiheits-

IMan kénnte in diesem Zusammenhang die Forderung nach reellen Wellenfunktionen durchaus
fallen lassen, denn dadurch wiirde sich letztendlich nichts &ndern. Sobald ein beliebig schwaches
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Abbildung 4.9: Graustufen-Darstellung der Verteilungen des Logarithmus der Inversen
Besetzungszahl im Impulsraum Py als Funktion der Unordnungsstirke W analog zu
Abbildung 4.5. Die Teilbilder fiir das zweidimensionale Anderson-Modell (links) und
das dreidimensionale Anderson-Modell (rechts) wurden aus den selben Energieeigen-
zustéinden erzeugt, die auch in Abbildung 4.7 verwandt wurden.

grade mehr, die die Besetzungszahlen in den verschiedenen Rdumen unbestimmt
lassen, sondern es tritt stets gleichverteilte Lokalisierung bei den Wellenzahlen k
und —k auf.

In héheren Dimensionen d > 2 liegt nun keine derart strenge Einschrankung mehr
vor, da insbesondere viel hohere Entartungen moglich sind. Der generische Fall in
zwei Dimensionen besteht so beispielsweise darin, dass ein Gesamtimpuls p' = hk
zwei verschiedene Wellenzahlen &, und £, in den zwei Raumrichtungen hat. Da die
Energie eines Zustands im Fall W = 0 geméf £ = —2(cos k, + cos k) bestimmt ist,
gibt es normalerweise 8 Moglichkeiten, diese Energie des Zustands mit Impuls p’zu
erreichen. Man kann némlich die Vorzeichen von £, und k, jeweils getrennt dndern
(2% Méglichkeiten) sowie k, und k, vertauschen (d! Moglichkeiten). Welche Linear-
kombinationen dieser entarteten Zustinde dann als Energieeigenzustdnde bei ver-
schwindendem Potential auftreten, hdngt im Sinne einer entarteten Storungstheorie
vom Potential selbst ab. Allerdings lassen sich Grenzfille der méglichen Linearkom-
binationen diskutieren, die zu extremalen Inversen Besetzungszahlen fiihren.

Potential vorhanden ist, bilden sich im Rahmen einer entarteten Storungstheorie sofort wieder
die Kombinationen aus ebenen Wellen mit den Wellenzahlen & und —k aus, bei denen diese
beiden Anteile zu gleichen Teilen iiberlagert sind.
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Zunichst besteht die Moglichkeit, dass moglichst wenige der entarteten Zusténde
eingehen. Allerdings erfordert der Storoperator zumindest eine Kombination der
Zustédnde mit entgegengesetztem Gesamtimpuls. In Ortsdarstellung entsteht abge-
sehen von Phasenfaktoren folglich:

Yrnin (T) = \/% cos(kT) . (4.14)

Dem entgegengesetzten Fall entspricht die Kombination aller entarteten Zustdnde
zu gleichen Teilen. Fiir den eben diskutieren Fall generischer Entartung entsteht

somit:
1 -
Vel @) =\ g D expliP(R) 7). (4.15)
) P

Die Operationen P sollen dabei alle Permutationen und alle méglichen Vorzeichen-
kombinationen in den Komponenten eines Vektors ausfithren. Die Summation lauft
somit iiber 2¢d! Terme.

Fir d = 1 sind die beiden Grenzfélle tyin(%) und 9.y (Z) identisch, aber in
hoheren Dimensionen ergibt sich ein Unterschied. Dieser ldsst sich auch in den
Inversen Besetzungszahlen wiederfinden. Am einfachsten ist dies fiir die Inverse
Besetzungszahl im Impulsraum, da ja im Impuls lokalisierte Zustdnde vorliegen.
Fiir Zusténde der Form )y, (%) ergibt sich der Wert B, = 1/2, wihrend bei 110 (%)
alle 29d! entarteten Zustinde gleichmifig besetzt sind, also P, = 1/2%d! auftritt.

Im Phasenraum werden die im Impuls lokalisierten Zusténde zu entsprechenden
Streifen fithren. In der Mehrzahl der Félle werden diese Streifen wohlsepariert von-
einander sein, da dazu nur die Wellenzahlkomponenten betragsméssig ausreichend
voneinander sowie von 0 und £7 entfernt sein miissen. Fiir zunehmende System-
grofle ist dieses ,,ausreichend® hier o6fter erfiillt, da die absolute Breite der Streifen
im Phasenraum kleiner wird. Wenn nun diese Streifen wohlsepariert im Phasen-
raum auftreten, sind die Inversen Besetzungszahlen im Phasenraum mit denen im
Impulsraum bis auf den Faktor L~%? identisch.

Im Gegensatz zum Verhalten im Impuls- und im Phasenraum fiihrt eine gleich-
méssige Besetzung aller energetisch entarteten Zustéinde zu maximaler Inverser
Besetzungszahl im Ortsraum. So ergibt sich fiir diesen Fall in zwei Dimensionen:

LxL 21
— N4 - S
P, = / /O A2 [Ymax ()] = TR (4.16)

x0

Fiir drei Dimensionen lautet das Ergebnis hingegen:

L><L><L 3 4 6].
P, = d max(Z)]* = . 4.17
/ / / P @ = 573 (4.17)

Fiir die minimal mégliche Besetzung der entarteten Zustdnde fithrt eine analoge
Integration zu den Werten 3/2L? beziehungsweise 3/2L? in zwei beziehungsweise
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Abbildung 4.10: Verteilung der Inversen Besetzungszahlen im Phasenraum (Quadrate),
im Ortsraum (Dreiecke) und im Impulsraum (Kreise) fiir verschwindende Unordnung
W — 0. Hierfiir wurde ein generischer Fall von 8 entarteten Zustéinden in zwei Dimen-
sionen mit Wellenzahlkomponenten k, ;, = +57/24 und k, /x = +37/4 bei einer Sys-
temgroBe von L = 48 verwendet, wo der Uberlapp der Streifen in der Husimi-Funktion
fir die Wellenzahlen ky, und ky bereits sehr klein ist. Die Verteilungen wurden unter
Verwendung aller 8 Zusténde sowie 10000 Unordnungsrealisierungen erzeugt.

drei Dimensionen. Der Faktor 3/2 entsteht durch die Integration des Kosinus in
der Ortsdarstellung der Wellenfunktion und tritt in jeder Dimension auf. Aller-
dings gibt es fiir manche Zusténde auf einem Gitter bisweilen Abweichungen durch
Approximation der Integrale durch Summen.

In Abbildung 4.10 sind nun H&aufigkeitsverteilungen der Inversen Besetzungszah-
len im Phasen-, Orts- und Impulsraum fiir den Grenzfall verschwindender Unord-
nung gezeigt, wie sie im Mittel iiber viele Unordnungsrealisierungen entstehen. In
der Abbildung wurde sich auf den Fall guter Separation von zwei vorgegebenen
Wellenzahlen £, und k, beschrinkt. Die Daten lassen sich sowohl mittels entar-
teter Storungstheorie wie auch der Diagonalisierung des vollen zweidimensionalen
Anderson-Modells fiir sehr kleine Unordnungsstérke und Selektion der entsprechen-
den Zustéande generieren.

Die Inversen Besetzungszahlen wurden zur besseren Vergleichbarkeit entspre-
chend dem FErgebnis fiir Zustdnde 1. skaliert. Dadurch wird deutlich, dass die
Inversen Besetzungszahlen im Impuls- und im Phasenraum die gleichen Eigenschaf-
ten haben und sich die Inversen Besetzungszahlen im Ortsraum genau gegenldufig
verhalten. Das bestétigt die bisherige Diskussion voll und ganz.

Allerdings ist an dieser Stelle nochmals herauszustellen, dass diese Ergebnisse nur
den generischen Entartungsfall umfassen. So ist es beispielsweise moglich, dass die
Entartungen geringer ausfallen, wenn Wellenzahlkomponenten in zwei Raumrich-
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tungen identisch sind. Andererseits ist in manchen Féllen die Zahl der energetischen
Entartung der Zustdnde auch noch hoher, wenn nédmlich mehrere Zerlegungen ei-
nes Gesamtimpulses in Teilimpulse die selbe Energie zur Folge haben. Das fiihrt
letztendlich dazu, dass das Verhalten bereits im Grenzfall verschwindender Unord-
nungsstirke etliche nichtgenerische Effekte zeigt. In diesem Sinne sind die Vertei-
lungen, wie sie in den Abbildungen 4.7 bis 4.9 zu sehen sind, recht kompliziert und
nur schwerlich im Detail analysierbar.

Da nun aber zumindest ein recht detailliertes Verstdandnis des Grenzfalls W — 0
auch in Dimensionen d > 2 gewonnen wurde, stellt sich die iiberaus spannende
Frage, warum nun fiir geringe Unordnung ein Phasenraumverhalten vorzufinden
ist, das als Funktion der Potentialstiarke dem Aubry-André-Modell entspricht und
somit genau umgekehrt zum Verhalten des eindimensionalen Anderson-Modells ist.
Um dem nachzugehen, ist wieder die Kopplung von Impulseigenzustdnden von In-
teresse, die durch das Zufallspotential entsteht. Wie im eindimensionalen Fall gilt
hierfiir auch in hoheren Dimensionen, dass die Unordnung beliebige Impulszustéinde
in gleicher Weise zu koppeln vermag. Es tritt an dieser Stelle also insbesondere kei-
ne Selektion von verschiedenen Impulsen statt, die miteinander stédrker gekoppelt
werden als andere Impulspaare, wie dies beim Aubry-André-Modell durch das qua-
siperiodische Potential der Fall ist. Damit stellt sich wie im eindimensionalen Fall
des Anderson-Modells erneut die Frage nach der energetischen Distanz verschiede-
ner Impulseigenzustéinde, denn diese wirkt selektiv auf die Stéirke der Kopplung.

Wihrend nun in einer Dimension nur Impulseigenzustinde mit betragsméfig
dhnlichem Impuls stark gekoppelt werden, weil genau diese Zusténde energetisch
benachbart sind, bedingt die energetische Nachbarschaft in hoheren Dimensionen
keine solche Impulseinschriankung. Um das Bild der Fermi-Fléche zu gebrauchen,
lasst sich dieser Sachverhalt wie folgt formulieren: In héheren Dimensionen sind
Zusténde auf oder in der Nédhe der Fermi-Flédche zwar natiirlich energetisch benach-
bart, konnen aber vollig verschiedene Impulskomponenten haben. Je nach Form
der Fermi-Fldche mag beispielsweise der Betrag des Gesamtimpulses fixiert sein,
wie es fiir freie Teilchen der Fall ist, aber die Impulskomponenten selbst konnen
sehr verschiedene Werte annehmen. Diese Kopplungseigenschaften sind auch sofort
anschaulich klar, denn in Dimensionen gréfer Eins kann das Unordnungspotential
die Impulsrichtung einer ebenen Welle effizient durch Streuung verédndern, was nur
in einer Dimension nicht moglich ist. Bereits ein schwaches Unordnungspotential
geniigt deshalb, um grofie Teile des Impulsraums zu erreichen. In diesem Sinne ist
bereits das Auftreten der energetischen Entartungen zwischen verschiedenen Im-
pulszustdnden ein Hinweis auf die Kopplungsmoglichkeiten, die sich aufgrund der
groflen Fermi-Fliche ergeben.

Damit wird auch offensichtlich, dass eine ballistische Bewegung der Teilchen in
d > 2 bereits durch beliebig kleine Unordnungspotentiale unterdriickt wird, wenn
nur die Systemgréfle ausreichend grof} ist. Gleiches gilt natiirlich auch in einer Di-
mension, denn bereits bei der Einfithrung den Anderson-Modells wurde der Effekt
angesprochen, dass die Uberlagerung der Streueffekte vieler kleiner Potentialbarie-
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ren ausreicht, um bei ausreichender Systemgrofle stets Lokalisierung der Zustdnde
zu erreichen. Das bedeutet fiir den eindimensionalen Fall wiederum aber auch, dass
auf der selben Skala, auf der die Streuung effektiv wird, auch Lokalisierung statt-
findet. Ab dem zweidimensionalen Fall ist das nicht mehr so, wie ebenfalls bereits
im einleitenden Kapitel zum Anderson-Modell berichtet wurde. In der Tat ist das
Auftreten eines diffusiven Bereichs im Anderson-Modell fiir d > 2 schon lange
bekannt. Dieser Bereich wird typischerweise anhand seiner chaotischen Eigenschaf-
ten identifiziert, die beispielsweise im Energiespektrum zu beobachten sind [36].
Um herauszufinden, wie sich dieser chaotische Bereich im Phasenraum auswirkt,
wurde in Abbildung 4.7 im unteren Teil das Resultat einer géingigen Analyse der
Energieniveaustatistik dargestellt. Dazu wird die beobachtete Verteilung p(s) des
energetischen Abstands benachbarter Energieniveaus s in Einheiten des mittleren
Niveauabstands verwendet. Damit ldsst sich die Gréfle n definieren, die die Niveau-
abstoflung benachbarter Energieniveaus erfasst:

fob ds[p(s) — paor(s)]
fob ds [pPoisson(s) - pGOE(S)]

n= (4.18)

Hierbei werden die analytisch bekannten Niveaustatistiken fiir das Gaufische Or-
thogonale Ensemble (2.10) und die Poisson-Statistik (2.12) verwendet. Fiir b wird
der erste Kreuzungspunkt der Verteilungen pgor(s) und ppeisson($) eingesetzt, also
b ~ 0.4729. Fiir die Verteilung p(s) = pcor(s) ergibt sich n = 0, wéhrend fiir
() = Ppoisson(s) der Wert nn = 1 auftritt. Das Verhalten von 1 als Funktion der
Unordnungsstirke W in Abbildung 4.7 stellt eine bewéhrte Moglichkeit dar, um
die verschiedenen Transportbereiche im Anderson-Modell zu unterscheiden. Man
erkennt bei hoher Unordnungsstirke deutlich den Bereich der Poisson-Statistik,
die fiir im Ortsraum lokalisierte Zustdnde auftritt. Im sich fiir kleinere Unord-
nungsstirke anschlieBenden Bereich tritt deutliche Niveauabstofiung auf und die
Energieniveausabstandsstatistik wird befriedigend durch pgog(s) beschrieben. Bei
schwacher Unordnung treten hingegen grofie Werte fiir n auf, die ihre Ursache in der
nicht-universellen Niveaustatistik haben, die typisch fiir den ballistischen Bereich
in reguldre Geometrien ist.

Man kann nun deutlich erkennen, dass die verschiedenen Transportbereiche deut-
liche Auswirkungen auf die Inversen Besetzungszahlen im Phasenraum zeigen. Im
ballistischen Bereich, bei dem keine Streuung ebener Wellen auftritt, ist die Vertei-
lung der Inversen Besetzungszahlen gegeniiber dem Fall verschwindender Unord-
nung noch nicht verdndert. Sobald merkliche Abweichungen auftreten, was natiirlich
im Endeffekt die Kopplung von Impulszustéinden bei unterschiedlicher Energie be-
deutet, findet ein Ubergang in den diffusiven Bereich statt. Die Inverse Besetzungs-
zahl im Phasenraum féllt ab diesem Punkt mit zunehmender Unordnungsstérke W.
Der steile Anstieg der Inversen Besetzungszahl, der recht plotzlich fiir noch grofiere
Unordnung einsetzt, ist deutlich mit dem Ubergang in den lokalisierten Bereich ver-
kniipft. Damit lassen sich im wesentlichen zwei Punkte festhalten. Erstens ist das
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Auftreten eines diffusiven Bereichs mit einer Abnahme der Inversen Besetzungszahl
im Phasenraum gegeniiber dem Fall ballistischen Transports verbunden. Zweitens
ist beim Ubergang vom ballistischen Bereich zu im Ort lokalisierten Zustinden
ein plotzlicher Wechsel zu sehr geringer Besetzung im Phasenraum zu verzeichnen.
Insgesamt ergibt sich eine deutliche Analogie zum Aubry-André-Modell. Um eine
weiterfithrende Analyse zum Auftreten eines Phaseniibergangs zu ermoglichen, sind
deshalb nun Untersuchungen fiir verschiedene Systemgrofien notwendig.

4.6 Skalierungsverhalten

Bisher wurde fiir die verschiedenen Modelle und Dimensionen immer nur jeweils
eine Systemgrofle diskutiert. Das war zunéchst ausreichend, um Gemeinsamkeiten
und Unterschiede zwischen den Fillen zu diskutieren. Fiir die Untersuchung von
Phaseniibergéngen sind die bisherigen Ausfithrungen aber voéllig unzureichend, da
hierfiir der thermodynamische Grenzfall entscheidend ist, der sich fiir unendliche
Systemgrofle ergibt. Nun kann man diesen Grenzfall mit numerischen Methoden
nicht erreichen, da endliche Rechenkapazititen die Systemgroflen immer auch auf
endliche Werte beschréanken. Allerdings lohnt sich die Untersuchung fiir verschie-
dene Systemgrofien und deren Vergleich. Auf diese Weise kann man entsprechende
Skalierungsverhalten extrahieren, die zeigen, in welche Richtung sich die Eigen-
schaften fiir zunehmende Systemgrofie entwickeln. Durch sorgfiltige Analyse kann
man so Abschétzungen gewinnen, wie sich das System bei unendlicher Systemgrofie
verhalt.

Zunéchst soll der schon stark manifestierte Unterschied zwischen dem eindimen-
sionalen Anderson-Modell und dem Aubry-André-Modell durch Vergleich unter-
schiedlicher Systemgrofien gefestigt werden. Dazu sind in Abbildung 4.11 die Mittel-
werte der Inversen Besetzungszahl im Phasenraum fiir verschiedene Systemgrofien
dargestellt, wobei die Pfeile die Richtung zunehmender Systemgrofie andeuten. In
der Abbildung wurden die Inversen Besetzungszahlen im Phasenraum so skaliert,
dass sie fiir die Grenzfélle verschwindender und insbesondere unendlicher System-
grofe aufeinander fallen. Dazu muss der Einfluss der Anderung der Streifenbreite
im Phasenraum herausgerechnet werden, was aufgrund der bereits vorgenommenen
Analyse der Grenzfille kein Problem darstellt.

Im eindimensionalen Anderson-Modell wird deutlich, dass das Maximum in der
Inversen Besetzungszahl und damit der Lokalisierungseffekt im Phasenraum mit zu-
nehmender Systemgroéfie immer stérker hervortritt. Aulerdem verschiebt sich das
Maximum zu immer kleineren Unordnungsstérken. Das ist eine Konsequenz aus der
Tatsache, dass fiir zunehmende Systemgrofien eine immer schwéchere Unordnung
ausreicht, um eine Lokalisierung der Zustdnde im Ortsraum zu erzeugen. Fiir im
Ortsraum lokalisierte Zusténde bei gegebener Unordnungsstérke wird wiederum fiir
hinreichende Systemgréfie der Fall erreicht, dass die Auflésung im Phasenraum in
Ortsrichtung schlechter wird als die Ausdehnung des lokalisierten Zustands insge-
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Abbildung 4.11: Mittelwerte der Inverse Besetzungszahl im Phasenraum P fiir das eindi-
mensionale Anderson-Modell (links) und das Aubry-André-Modell (rechts) fiir jeweils
verschiedene Systemgroflen. In den Kurvenscharen ist in Richtung zunehmender Sys-
temgrofle durch Pfeile markiert. Im Anderson-Modell sind Daten fiir L = 128, 192,
256, 348, 512, 768, 1024, 1536 und 2048 zu sehen, wobei die Mittelung {iber die Hélfte
der Energieeigenzustdnde um die Bandmitte herum und 50 Unordnungsrealisierungen
erfolgte. Im Aubry-André-Modell sind die Systemgroflen L = 144, 1597 und 10946
gezeigt. Die Mittlung erfolgte hier iiber alle symmetrischen Zusténde. Gestrichelt dar-
gestellt ist zudem eine Abschitzung fiir das Verhalten bei unendlicher Systemgrofie
nach [11].

samt. Dann wird die Besetzung des Ortsraums von der Inversen Besetzungszahl
im Phasenraum nicht mehr aufgelést und entsprechend dominiert die Inverse Be-
setzungszahl im Impulsraum, die monoton fallend in der Unordnungsstérke ist.
Fiir grofle Systeme werden fiir lokalisierte Zustdnde deshalb immer fallende Inver-
se Besetzungszahlen im Phasenraum zu beobachten sein. Da im eindimensiona-
len Anderson-Modell alle Zusténde lokalisieren, wenn nur das System grofl genug
gewihlt wird, muss im thermodynamischen Grenzfall L. — oo auch das Maximum
in der Inversen Besetzungszahl im Phasenraum zu verschwindender Unordnung hin
skalieren.

Fiir das Aubry-André-Modell tritt hingegen fiir zunehmende Systemgrofie immer
deutlicher der sprunghafte Wechsel in der Besetzung des Phasenraums am Selbst-
dualitdtspunkt A = 2 hervor, bei dem im thermodynamischen Grenzfall ein Pha-
seniibergang stattfindet. Fiir Potentialstérken direkt unterhalb dieses Ubergangs-
punktes ist eine weitrdumige Besetzung des Phasenraums mit zunehmender Sys-
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Abbildung 4.12: Mittelwerte der Inversen Besetzungszahl im Phasenraum P fiir das
zweidimensionale Anderson-Modell (links) und das dreidimensionale Anderson-Modell
(rechts) fiir jeweils verschiedene Systemgrofen. In den Kurvenscharen ist die Richtung
zunehmender Systemgrofie durch Pfeile markiert. Im zweidimensionalen Fall sind Da-
ten fiir L = 16, 24, 32, 48, 64 und 96 zu sehen, wihrend im dreidimensionalen Fall die
Systemgroflen L = 14, 16, 18, 20, 22 und 24 gezeigt sind. Die Mittelung erfolgte iiber
die Hilfte der Energieeigenzustinde um die Bandmitte herum und 50 Unordnungsrea-
lisierungen (in d = 2 fiir L > 64 sowie in d = 3 fiir 16 < L < 20 je 20 Realisierungen, in
d = 3 fiir L = 22 nur 15 Realisierungen und in d = 3 fiir L = 24 nur 10 Realisierungen).

temgrofle immer deutlicher beobachtbar, wihrend direkt oberhalb des Phaseniiber-
gangs die Besetzung des Phasenraums immer mehr abnimmt. In Abbildung 4.11 ist
anhand der zusétzlich gezeigten gestrichelten Linie auch eine Extrapolation fiir den
thermodynamischen Grenzfall angegeben, die in [11] analytisch angegeben wurde.
Die Abschétzung entstand unter Zuhilfenahme des Zwei-Zustands-Modells fiir die
Grenzfille verschwindenden und unendlichen Potentials sowie einer Padé-Analyse
im Bereich des Selbstdualitatspunktes.

Die Abbildung 4.12 zeigt nun analog zur vorherigen Abbildung die Mittelwerte
der Inversen Besetzungszahlen im Phasenraum fiir das zwei- und dreidimensionale
Anderson-Modell. Leider sind die Systemgrofen, die hier numerisch erreicht wer-
den konnen, deutlich kleiner als in den eindimensionalen Modellen zuvor. Das be-
deutet, dass prézise Aussagen iiber den thermodynamischen Grenzfall kaum mehr
moglich sind. Beispielsweise scheitert eine Padé-Analyse des Anderson-Ubergangs
in drei Dimensionen aufgrund der Limitierung auf viel zu kleine Systeme. Um eine
Vorstellung von dem numerischen Aufwand zu vermitteln, sind in Tabelle 4.1 die
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Systemgrofle L 14 16 18 20 22 24
Rechenzeit [s] 293 830 2390 5730 13400 27900

Tabelle 4.1: Rechenzeiten in Abhéngigkeit der Systemgrofie L auf einem Knoten des
Vektorrechners VPP des Leibniz-Rechenzentrums Miinchen fiir die vollstdndige nume-
rische Losung einer Unordnungsrealisierung des Anderson-Modells in drei Dimensio-
nen und Bestimmung der Inversen Besetzungszahlen aller Zusténde im Phasenraum.
Die beiden Teilprobleme bendtigen auf diesem Rechner bei geeigneter Implementa-
tion (Vektorisierung, Cache-Optimierung) in etwa die gleiche Rechenzeit. Allein der
Hamilton-Operator benétigt fiir L = 24 ca. 1.5 GB Speicher, womit sowohl speicher-
also auch zeitmiflig die maximale Systemgrofie erreicht ist.

Rechenzeiten im dreidimensionalen Fall angegeben, die auf einem einzelnen Knoten
des Vektorrechners VPP des Leibniz-Rechenzentrums Miinchen pro Unordnungs-
realisierung und -stérke benotigt wurden. Fiir die grofiten betrachteten Systeme
mit L. = 24 in drei Dimensionen ergeben sich immerhin fast 8 Stunden fiir jeden
solchen Rechenschritt.

In Abbildung 4.12 ist in erster Linie eine immer stérkere Auspriagung des Uber-
gangs von grofler Besetzung des Phasenraums im diffusiven Bereich zu geringer
Besetzung im lokalisierten Bereich zu verzeichnen. Das deutet auf eine Manifestati-
on dieser Bereiche im thermodynamischen Grenzfall hin. Allerdings ist dafiir auch
eine Skalierung dieser Bereiche in Bezug auf die Unordnungsstirke von Interesse.
Dabei setzt sich zunéchst der diffusive Bereich gegeniiber dem ballistischen Bereich
fiir kleine Unordnungsstirken durch. Dieser Ubergang schligt sich auch in der Form
der Verteilungen der Inversen Besetzungszahlen im Phasenraum nieder. Um dies zu
veranschaulichen, ist in Abbildung 4.13 die Standardabweichung o(P) gezeigt, wo-
bei die selbe Skalierung wie fiir die Mittelwerte angewandt wurde. Im Wesentlichen
ergibt sich ein vergleichbares Bild wie fiir die Mittelwerte. Die Standardabweichung
wird im diffusiven Bereich erheblich unterdriickt, der besonders im dreidimensiona-
len Fall deutlich ausgeprégt ist. Das heifit, dass die Besetzung des Phasenraumes fiir
die einzelnen Zusténde dhnlich ist. Darin zeigt sich der universelle chaotische Cha-
rakter diffusiver Zusténde, der sich aufgrund der starken Kopplung der Zustdnde
in diesem Bereich ergibt.

Schwieriger ist die Analyse fiir den Ubergang zu lokalisierten Zustéinden selbst.
Dazu wurde in Abbildung 4.14 die Position der Minima (offene Symbole) und Ma-
xima (volle Symbole) der mittleren Inversen Besetungszahl im Phasenraum aus
Abbildung 4.12 extrahiert. Es zeigt sich, dass zundchst die Maxima in allen Dimen-
sionen mit zunehmender Systemgriéfie zu geringerer Unordnungsstérke hin skalie-
ren. Der Effekt ist so zu interpretieren, dass fiir lokalisierte Zusténde bei gegebener
Unordnungsstérke fiir ausreichende Systemgréfie immer abfallende Inverse Beset-
zungszahlen im Phasenraum mit zunehmender Unordnungsstéirke zu beobachten
sind. Hier greift die Argumentation, die schon im eindimensionalen Fall angegeben
wurde, unveréndert.

Fiir die Minima der Inversen Besetzungszahl im Phasenraum ist das Verhal-
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Abbildung 4.13: Standardabweichungen o(P) der Inversen Besetzungszahl im Phasen-
raum P fiir das zweidimensionale Anderson-Modell (links) und das dreidimensionale
Anderson-Modell (rechts) fiir verschiedene Systemgrofien. Es liegen die selben Daten
wie in Abbildung 4.12 zugrunde.

ten differenzierter. Zunéchst treten in einer Dimension gar keine Minima auf. Als
Ursache wurde bereits die Lokalisierung im Phasenraum ermittelt, die schon fiir
schwache Unordnung einsetzt. Auf diese Weise wird ein diffusiver Transportbereich
verhindert. In zwei Dimensionen muss man nun feststellen, dass die Minima mit
zunehmender Systemgrofe zu kleineren Unordnungsstérken hin verschoben werden.
Im Grunde bleibt auch keine andere Losung, als dass der diffusive Bereich sogar
zu verschwindender Unordnung hin skaliert wird, da das Anderson-Modell in zwei
Dimensionen den marginalen Fall darstellt, bei dem sich gerade noch Lokalisierung
im thermodynamischen Grenzfall fiir beliebig schwache Unordnung ergibt.

Im dreidimensionalen Anderson-Modell, bei dem fiir L — oo ein Phaseniiber-
gang bei W a 16.5 auftritt, bewegen sich hingegen Minima und Maxima der In-
versen Besetzungszahl im Phasenraum mit zunehmender Systemgréfie aufeinander
zu. Hier wird also ein Skalierungsverhalten wie im Aubry-André-Modell gefunden,
bei dem fiir zunehmende Systemgrofie der Wechsel von groflier Phasenraumbelegung
zu starker Lokalisierung im Phasenraum immer deutlicher und plotzlicher auftritt.
Der in Abbildung 4.14 gezeigte Skalierungsverlauf ist dabei mit einem Phaseniiber-
gang bei W =~ 16.5 bestens vereinbar, allerdings ist eine genaue Abschétzung des
Ubergangspunktes aus der Darstellung kaum moglich. Erheblich prizisere Aussa-
gen konnen beispielsweise aus der Analyse des Energieniveauspektrums gewonnen
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Abbildung 4.14: Position der Minima (offene Symbole) und Maxima (volle Symbole)
der Mittelwerte der Inversen Besetzungszahl im Phasenraum P im Anderson-Modell
fiir die verschiedenen Systemgrofien und Dimensionen 1 (Kreise), 2 (Dreiecke) und 3
(Quadrate). Die Position der Minima und Maxima wurde aus den Abbildungen 4.11
und 4.12 extrahiert.

werden, wofiir auch etwas groflere Systeme verfiigbar sind, weil keine Berechnung
und Auswertung von Wellenfunktionen notwendig wird. Allerdings lésst sich der
Punkt des Anderson-Ubergangs trotzdem auch hier besser eingrenzen. Eine nahe-
liegende Variante wére die genauere Bestimmung der Position der Schnittpunkte
der Kurven in Abbildung 4.12. Allerdings stellt man dabei fest, dass fiir die kleinen
Systemgroflen noch gar kein Schnittpunkt auszumachen ist. Das wird auch an der
Abbildung 4.15 deutlich. Dort ist die wie iiblich skalierte mittlere Inverse Beset-
zungszahl gegeniiber der Systemgrofle fiir verschiedene Unordnungsstéirken darge-
stellt. Man erkennt deutlich, dass das Monotonieverhalten im Bereich 15 < W < 20
wechselt. Allerdings ist beispielsweise fiir W = 19.1 zunéchst ein ganz leichter Ab-
fall und nachher ein Anstieg auszumachen. Auch fiir den Fall W = 17.4 sollte auch
diese Kurve fiir groflere Systeme schliefilich mit der Systemgrofie ansteigen, da auch
dieser Unordnungswert noch oberhalb des Phaseniibergangs im dreidimensionalen
Anderson-Modell bei W = 16.5 liegt. Dass man in Abbildung 4.12 keinen Schnitt-
punkt findet, zeigt auch bereits, dass die betrachteten Systeme einfach zu klein fiir
préazise Aussagen sind. Allerdings ist anzumerken, dass es keineswegs das Ziel der
Phasenraumuntersuchungen ist, nur wohlverstandene Eigenschaften bekannter Mo-
delle zu reproduzieren. Die Erkenntnisse iiber die Bedeutung der Impulskopplung
fiir das Auftreten von diffusivem Transport und Metall-Isolator-Ubergéngen sind
aber ein Beweis fiir die interessante Sichtweise, die sich durch die Phasenraumana-
lyse ungeordneter Systeme erschlief3t.
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Abbildung 4.15: Mittelwerte der Inversen Besetzungszahl im Phasenraum P im drei-
dimensionalen Anderson-Modell fiir die Unordnungsstarken W = 6.9, 9.1, 11.0, 12.0,
13.2, 14.5, 15.8 (Dreiecke), 17.4 (Quadrate), 19.1 (Kreise), 20.9, 22.9, 25.1, 27.5, 30.2,
36.3 (von unten nach oben).

4.7 Zwei wechselwirkende Teilchen

Im Sinne eines Ausblicks soll die Phasenraumanalyse hier auf das Problem zweier
wechselwirkender Teilchen in einem eindimensionalen ungeordneten System ange-
wandt werden. Dieses Problem wurde vor nunmehr knapp einem Jahrzehnt von
Shepelyansky aufgebracht [3], der einen Delokalisierungseffekt im Zusammenspiel
von Unordnung und Wechselwirkung beobachtete. Er betrachtete dazu ein eindi-
mensionales Anderson-Modell mit zwei Teilchen, die eine Hubbard-Wechselwirkung
aufeinander ausiiben.

Das Uberraschende an der Beobachtung des Delokalisierungseffekts ist nun, dass
zunehmende Unordnung allein stirkere Lokalisierung zur Folge hat, wie es auch
in dieser Arbeit anhand des Anderson-Modells schon ausfiihrlich diskutiert wurde.
Ahnlich verhilt es in wechselwirkenden Problemen mit zunehmender Wechselwir-
kungsstérke. Das grundlegende Modell in diesem Bereich der Festkorperphysik ist
das Hubbard-Modell [59, 60, 61], das neben der kinetischen Energie auf einem Git-
ter einen Wechselwirkungsterm beinhaltet. Im Fall einer Hubbard-Wechselwirkung
wird der einfache Fall betrachtet, dass die Wechselwirkungsenergie U genau dann
auftritt, wenn sich zwei Teilchen auf dem selben Gitterplatz befinden. Das Hubbard-
Modell ist fiir die Behandlung stark korrellierter Elektronen mit Spin &hnlich fun-
damental wie das Anderson-Modell fiir ungeordnete Probleme. Entsprechend um-
fangreich sind die vielen Einsatzbereiche des Hubbard-Modells, die hier unmdoglich
alle auch nur genannt werden kénnen. Da an dieser Stelle das Hauptaugenmerk
auf den eindimensionalen Fall gelegt werden soll, ist es zumindest geboten, die-
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sen Fall kurz zu umreifien. Im Grundzustand ergibt sich bei halber Fiillung ein
antiferromagnetisch isolierendes Verhalten und die niederenergetischen Anregun-
gen zeigen eine Separation von Spin und Ladung. Die Losung des eindimensiona-
len Falls erfolgt mittels des Bethe-Ansatzes [62] und enthélt bereits eine Vielzahl
von Phédnomenen, die sich durch allgemeinere Formen der zunéchst sehr speziellen
Wechselwirkung noch weiter auffichern. So kann man beispielsweise auch Lokali-
sierung durch zunehmende Wechselwirkung studieren. Insgesamt ergibt sich eine
riesige Palette von Modellen und insbesondere auch Kombinationsmoglichkeiten,
fiir die Metall-Isolator-Ubergiinge zu diskutieren sind [63].

Um auf die Arbeit von Shepelyansky zuriickzukommen, war die dort gemach-
te Beobachtung der Delokalisierung durch die Kombination aus Unordnung und
Wechselwirkung zunéchst entsprechend unerwartet. Allerdings ergaben sich schnell
unabhéngige Argumente und numerische Bestatigungen [64, 65, 66, 67, 68] fiir den
Delokalisierungseffekt, allerdings auch kontroverse Diskussionen [69, 70]. Aus heu-
tiger Sicht kann die Delokalisierung, die durch das Zusammenspiel von Unordnung
und Wechselwirkung zumindest in bestimmten Parameterregionen entsteht, als ge-
sichert angesehen werden. Kiirzlich wurde auch erstmals eine vollstandig analytische
Erklarung fir das Delokalisierungsverhalten angegeben [71]. In dieser Arbeit wur-
de dazu ein eindimensionales ungeordnetes System in Abschnitte geteilt und der
Hilbertraum auf Fille beschrénkt, bei denen sich die beiden Teilchen auf benach-
barten Abschnitten oder ein und demselben Abschnitt befinden. In letzterem Fall
wird zusétzlich die Wechselwirkung aktiv. In diesem Rahmen konnte eine Deloka-
lisierung durch die Wechselwirkung gezeigt werden.

Mit den bisherigen Arbeiten zum Delokalisierungsphdnomen durch Unordnung
und Wechselwirkung sind aber keineswegs die in diesem Zusammenhang interessan-
te physikalischen Fragestellungen beantwortet, denn die dazu notwendigen Parame-
terregionen sind bisher nicht erschlossen. Insbesondere geht es dabei um experimen-
telle Befunde, die beispielsweise bereits in der Arbeit von Shepelyansky als Moti-
vation angegeben wurden, nidmlich die Beobachtung von Dauerstromen [72, 73]
in metallischen Ringen, die deutlich iiber den Vorhersagen wechselwirkungsfreier
Theorien liegen. Eine andere Klasse von Experimenten, fiir deren Erklarung die
Einbeziehung von Wechselwirkung in die Theorien ungeordneter Festkorper eben-
falls als wahrscheinlicher Ausweg gilt, ist die Beobachtung metallischer Leitfdhigkeit
in zweidimensionalen Systemen. Mittlerweile sind zahlreiche Experimente in diesem
Zusammenhang bekannt, iiber die der Artikel [4] einen Uberblick gibt.

Das Problem ist nun, dass der Fall vieler wechselwirkender Teilchen in einem un-
geordneten System sowohl fiir analytische wie auch numerische Arbeiten ein extrem
schwieriges Problem darstellt. Die Beschrinkung auf zwei Teilchen ist eine mogli-
che Vereinfachung, um den prinzipiellen Einfluss einer Wechselwirkung zu studie-
ren. Eine Interpretation im Sinne eines vollen Vielteilchenproblems ist auf dieser
Basis aber sehr schwierig. Zudem sollte angemerkt werden, dass insbesondere zahl-
reiche numerische Arbeiten in der Regel energetisch hoch angeregte Zweiteilchen-
zustinde untersucht haben. Ahnlich wie beim Einteilchen-Anderson-Modell konn-
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ten so generische Eigenschaften vieler Zustédnde in der Mitte des Spektrums ermit-
telt werden, beispielsweise anhand der im Einteilchen-Problem wohletablierten Ni-
veauabstandsstatistiken. Die physikalische Relevanz dieser Zusténde beispielsweise
fiir die Leitfahigkeit ist aber zweifelhaft, denn diese Eigenschaften sind im Wesent-
lichen durch den Vielteilchen-Grundzustand sowie niedrige Anregungen aus diesem
Zustand bestimmt. Im wechselwirkungsfreien Fall ergeben sich die Vielteilchen-
Wellenfunktionen durch Besetzung der Einteilchenzustéinde, wodurch bei Fermio-
nen auch hochenergetische Einteilchenzusténde physikalisch relevant sind. Im Ge-
gensatz dazu sind hochangeregte Vielteilchen-Zusténde durch die vergleichsweise
geringen thermischen Anregungen im Festkorper nicht erreichbar. Deshalb sind Un-
tersuchungen hochangeregter Vielteilchen-Zustédnde nur eingeschrinkt interessant.
Methoden, welche Eigenschaften einzelner Zustédnde untersuchen, sind hier zu be-
vorzugen, insbesondere wenn sie auf den Grundzustand angewandt werden.

Die in dieser Arbeit fiir das nichtwechselwirkende Problem diskutierte Phasen-
raumanalyse ist in dieser Hinsicht geeignet, auf den Fall mit Wechselwirkung ange-
wandt zu werden. Dazu soll hier der Grundzustand fiir zwei spinlose Fermionen, die
eine Coulomb-Wechselwirkung aufeinander ausiiben, untersucht werden. Dariiber
hinaus soll der Hamilton-Operator einem eindimensionalen Anderson-Modell ent-
sprechen, so dass sich insgesamt ergibt:

H=—t Z e, +W Z v, che, +U Z 1 chele.c, . (4.19)

[m —n
<m,n> m#n
Der neu eingefiihrte Parameter U bezeichnet die Wechselwirkungsstéirke. Die Wech-
selwirkungsenergie hangt vom Abstand der beteiligten Gitterpldtze |m —n| ab. Fiir
die numerische Bestimmung des Grundzustands wird hier die Lanzcos-Methode
verwendet [74].

Die Verallgemeinerung der Phasenraumdarstellung erfolgt dabei fiir mehrere Teil-
chen genau wie fiir mehrere Dimensionen durch entsprechend hochdimensionale In-
tegrale iiber die unabhéngigen Koordinaten in der Ortsdarstellung der Wellenfunk-
tion. Auch fiir ununterscheidbare Teilchen, im Ortsraum parametrisiert durch die
zwei Koordinaten m und n, soll dabei unter Ausnutzung der Symmetrie ¢ (m,n) =
—1p(n, m) iber den vollen Produktraum integiert werden. Dadurch wird sicherge-
stellt, dass sich die Symmetrieeigenschaften nicht auf die Besetzungsmafle auswir-
ken. Beispielsweise kann man dann namlich den Fall zweier unterscheidbarer Teil-
chen weiterhin durch Kombination der symmetrischen Zusténde (Bosonen) und der
anti-symmetrischen Zusténde (Fermionen) erhalten.

Fiir den Grundzustand zweier wechselwirkender Teilchen ergibt sich das in Ab-
bildung 4.16 gezeigte Verhalten fiir die Inverse Besetzungszahl im Phasenraum. Ins-
besondere im Kontext der vorangegangenen Diskussion von Einteilchenproblemen
werden daran einige Dinge deutlich. Zunéchst verhélt sich die Inverse Besetzungs-
zahl im Phasenraum &hnlich zum eindimensionalen Fall ohne Wechselwirkung. Die
Auswirkung der Wechselwirkung stellt in diesem Sinne keine gravierende Anderung
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Abbildung 4.16: Inverse Besetzungszahl im Phasenraum P fiir den Grundzustand
zweier spinloser Fermionen im eindimensionalen Anderson-Modell mit Coulomb-
Wechselwirkung geméB (4.19). Gezeigt sind Mittelwerte, die durch 1000 Realisierungen
bei einer Systemgréfle von L = 64 bestimmt wurden. Fiir die Wechselwirkungsstérke
U wurden die Werte 0.1 (durchgezogen), 1 (gestrichelt) und 10 (gepunktet) verwendet.

dar, wie es beispielsweise beim Ubergang vom eindimensionalen zum zweidimen-
sionalen Anderson-Modell der Fall ist. Zudem ist zu erkennen, dass die Inverse
Besetzungszahl im Phasenraum bei kleiner Unordnungsstédrke durch die Wechsel-
wirkung deutlich ansteigt, wiahrend fiir groffe Unordnungsstéirke ein leichter Abfall
zu beobachten ist. Beide Effekte sowie auch ihre unterschiedliche Intensitéit lassen
sich recht leicht erkléren.

Im Fall geringer Unordnung muf} zunéchst festgestellt werden, dass der Grund-
zustand ohne Wechselwirkung aus den zwei energetisch niedrigsten Einteilchen-
zustdnden gebildet wird. Diese Zustédnde sind somit ebene Wellen mit kleinem Im-
puls, die rdumlich einen erheblichen gegenseitigen Uberlapp haben. Mit zunehmen-
der Wechselwirkung wird solch ein Zustand nun aber energetisch ungiinstig und eine
raumliche Separation der zwei Teilchen entsprechend vorteilhaft, denn dadurch lasst
sich die Wechselwirkungsenergie herabsetzen. Im wechselwirkungsfreien Fall wur-
de eine dhnliche Lokalisierung in der Ortskoordinate auch beobachtet, sobald eine
kleine Unordnung aktiv wurde. Fiir den Fall zweier wechselwirkender Teilchen be-
deutet das, dass die Wechselwirkung den Lokalisierungseffekt im Phasenraum, der
aus dem nichtwechselwirkenden Fall her bekannt ist, fiir verschwindende und kleine
Unordnung verstarkt. Das entspricht genau der Beobachtung aus Abbildung 4.16.

Bei hoher Unordnung ist ein kleiner, umgekehrter Effekt zu beobachten, dass die
Inverse Besetzungszahl im Phasenraum durch Wechselwirkung geringfiigig sinkt.
Ohne Wechselwirkung werden die zwei Teilchen in diesem Grenzfall in den zwei
tiefsten Potentialmulden des Anderson-Modells lokalisieren. Durch entsprechend
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4.7 Zwei wechselwirkende Teilchen

starke Wechselwirkung wird nun erreicht, dass die lokalisierten Zustédnde raumlich
separiert sein miissen. Falls sie das nicht sind und die Wechselwirkung ausreichend
grof} ist, wird entsprechend auf andere tiefe Potentialmulden ausgewichen, die wei-
ter auseinander liegen. Zusammen mit der endlichen Auflésung im Phasenraum
wird diese Separation auch im Phasenraum sichtbar, indem die Besetzung des Pha-
senraums im Mittel geringfiigig steigt.

Insgesamt muss also festgestellt werden, dass sich die Besetzung des Phasenraums
unter dem Einfluss von Wechselwirkung genau so verhélt, wie es anhand einfacher
Uberlegungen zu erwarten ist. Dieses Ergebnis ist deshalb aber keineswegs unin-
teressant. Vielmehr bestétigt diese Beobachtung, dass der Delokalisierungseffekt
durch Wechselwirkung und Unordnung recht subtil ist. Im Grunde ist der Bereich
mittlerer Unordnungsstérke interessant. Eine Wechselwirkung kann in diesem Fall
dazu beitragen, dass die urspriinglichen Einteilchenzusténde gegenseitig Impulse
austauschen konnen, was eine Delokalisierung im Phasenraum unterstiitzt. Einen
sehr kleinen Effekt in dieser Richtung kann man auch in Abbildung 3.3 fiir mittlere
Unordnungsstiarken 1 < W < 10 erkennen. Allerdings ist das Phasenraumverhalten
insgesamt gesehen fiir zwei wechselwirkende Teilchen in einer Dimension nicht ver-
schieden von dem, was in diesem Problem ohne jede Wechselwirkung beobachtete
wird. Das gilt insbesondere fiir die Anderung der Phasenraumbesetzung bei kleiner,
aber zunehmender Unordnungsstérke. Hinweise auf einen Wechsel der Steigung der
Inversen Besetzungszahl im Phasenraum als Funktion der Unordnungsstirke, wie
es beim Ubergang von einer zu zwei Dimensionen beobachtet wurde, sind nicht zu
erkennen.

Ein interessanter Fall ergibt sich moglicherweise aber in zwei Dimensionen, wenn
dort eine Wechselwirkung die Ubertragung von Impulsen unterstiitzt. Unter Um-
stdnden lasst sich dann beobachten, dass der diffusive Bereich fiir zunehmende
Systemgrofle nicht mehr nach Null skaliert. Allerdings ist dieser Fall mit dem hier
verwendeten Verfahren, Zusténde und Phasenraumbesetzung numerisch zu bestim-
men, auf der momentan verfiigharen Rechenkapazitit nicht handhabbar. Ande-
rerseits ergeben sich vielleicht in Zukunft alternative Untersuchungsméglichkeiten,
wobei die Einbeziehung endlicher Fiillung, also deutlich mehr als zwei Teilchen,
ebenso entscheidend sein mag. Das Phasenraumkonzept, dass dem quantenmecha-
nischen Charakter der Teilchen in Form endlicher Auflésung in Orts- und Impuls-
richtung in bemerkenswerter Weise Rechnung trigt, konnte jedenfalls interessante
physikalische Einblicke erlauben.
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5 Zufallsmatrixmodell fur
wechselwirkende
Vielteilchensysteme

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln mit der dort diskutierten Phasenraum-
analyse interessante Einblicke in Zusammenhang mit dem Auftreten von Metall-
Isolator-Ubergingen und diffusivem Transport in ungeordneten Systemen gefunden
wurden, stellte sich abschlieBend aber auch heraus, dass bestimmte, physikalisch be-
sonders relevante Bereiche auf die Weise nur schwer zu erfassen sind. Als Ursache
ist die enorme Komplexitdat der Problemstellung auszumachen, die sich beispiels-
weise im Rahmen numerischer Analysen diskreter Modelle in entsprechend grofien
Hilbert-Réumen wiederspiegelt, die fiir wechselwirkende Probleme auftreten.

Es gibt verschiedene Herangehensweisen, um diese Probleme zu umgehen. Ei-
ne Moglichkeit stellen numerische Methoden dar, die die Hilbert-Rdume auf bei-
spielsweise fiir Grundzustandseigenschaften physikalisch relevante Teile reduzie-
ren. In diesem Zusammenhang ist beispielsweise die Methode der Dichtematrix-
Renormierungsgruppe (DMRG) zu nennen [75]. Ein Durchbruch bei der Erklarung
zahlreicher experimenteller Befunde in wechselwirkenden Vielteilchenproblemen ist
auf die Weise bisher aber nicht gelungen, weil relevante Parameterbereiche nicht
erschlossen sind. Im Fall der DMRG ergeben sich beispielsweise erhebliche Schwie-
rigkeiten bei der Betrachtung iiber eindimensionale Systeme hinaus.

Eine Alternative stellen Approximationen des urspiinglich wechselwirkenden Pro-
blems durch ein effektives Einteilchenbild dar, wie dies beispielsweise im Rahmen
der Hartree-Fock Methode durchgefiihrt wird. Das effektive Einteilchenbild ergibt
sich, indem man die Vielteilchen-Wellenfunktionen, speziell die des Grundzustands,
durch Besetzung geeigneter Einteilchenzustdnde approximiert. In dem so definier-
ten zugehorigen Einteilchenproblem ist die Wechselwirkung zwischen den Teilchen
durch eine effektive Wechselwirkung eines Teilchens mit den restlichen Teilchen
ersetzt. Je nach Problemstellung kénnen Wechselwirkungen auf diese Weise be-
friedigend beriicksichtigt werden. Die eigentlichen Korrelationen zwischen wechsel-
wirkenden Teilchen werden in einem effektiven Einteilchenbild aber nicht wieder-
gegeben.

Deswegen soll hier eine ganz andere Herangehensweise an wechselwirkende Pro-
bleme vorgestellt werden, die sich dem Problem von anderer, abstrakterer Sicht
stellt. Dazu soll die Methode der Zufallsmatrizen um allgemeine Zweiteilchenwech-
selwirkungen ergédnzt werden.
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5 Zufallsmatrixmodell fiir wechselwirkende Vielteilchensysteme

5.1 Zufallsmatrizen

Die Motivation fiir die Beschéftigung mit Zufallsmatrizen entstammt der Beobach-
tung, dass viele physikalische Problemstellungen im Detail von so vielen Parametern
abhéngen, dass eine theoretische Erfassung der generisch vorliegenden Problemstel-
lung von den speziellen Details losgelost werden sollte. In diesem Licht kann man
beispielsweise das Anderson-Modell sehen. Es ist eine erhebliche, aber iiberaus sinn-
volle Abstraktion, statt der Details eines ungeordneten Festkorpers nur global eine
Unordnungsstérke festzulegen. Es stellt sich heraus, dass dieses Vorgehen iiberaus
erfolgreich ist. Eine zusétzliche Motivation entsteht letztendlich auch dadurch, dass
der Ubergang zu immer groBeren Systemen beispielsweise im Fall ungeordneter Sys-
teme zu einer Selbstmittelung fiithrt. Das bedeutet, dass generische Eigenschaften,
was auch Fluktuationen mit einbezieht, schliellich iiber Spezialitédten einzelner Rea-
lisierungen siegen, wenn allein das System grofl genug gewéhlt wird.

Bei den Zufallsmatrizen [20] ist diese Herangehensweise konsequent fortgesetzt.
Anstatt die mikroskopischen Eigenschaften der Zustédnde eines Systems zu ver-
nachléssigen, werden die spezifischen Eigenschaften des Hamilton-Operators selbst
ignoriert. Die einzig verbleibende Information beinhaltet die Raum-Zeit-Symmetrie
des Systems. Dariiber hinaus wird der Hamilton-Operator zufillig gewéhlt. Die
konzeptionelle Idee der Anwendung von Zufallsmatrizen auf physikalische Systeme
stammt von Wigner aus den fiinfziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts, der
damit Eigenschaften der Energiespektren von Atomkernen untersuchte. Da umfang-
reiche historische Einfiihrungen zur Entwicklung der Zufallsmatrixtheorie verfiighar
sind [76], braucht an dieser Stelle nicht weiter darauf eingegangen werden. Es sei
jedoch angemerkt, dass der zitierte Artikel [76] die Einleitung der Spezialausgabe
Heft 12, Band 63 der Zeitschrift ,,Journal of Physics A: Mathematical and General“
zum Thema Zufallsmatrixtheorie ist und der ganze Heft {iberaus interessante und
aktuelle Artikel zu verschiedensten Anwendungsgebieten der Zufallsmatrixtheorie
enthlt.

An dieser Stelle sollen zwei elementare Symmetrieklassen von Zufallsmatrizen
kurz eingefiihrt werden, die im Rahmen dieser Arbeit von Interesse sind. Die ers-
te Symmetrieklasse ist die des sogenannten GauBlschen Orthogonalen Ensembles
(GOE). Dieses ist invariant unter orthogonalen Transformationen. Beim Gauflschen
Unitdren Ensemble (GUE) wird hingegen Invarianz unter unitédren Transformatio-
nen gefordert. Bei der Interpretation der Matrizen als Hamilton-Operatoren be-
deuten diese beiden Ensembles zunéchst, dass fiir beide Félle eine Invarianz unter
Rotation der Basis vorliegt. Beim Gauflschen Orthogonalen Ensemble ist zudem
eine Zeitumkehrsymmetrie gegeben, die sich in Form der Einschrankung auf reelle
symmetrische Matrizen zeigt. Das Gaufische Unitdre Ensemble beschreibt hingegen
den allgemeineren Fall hermitescher Matrizen. Uber diese Symmetrieeinschrinkun-
gen hinaus sollen die Matrixelemente aber statistisch unabhéngig gewahlt werden.

Durch die geforderten Invarianzen der Ensembles unter entsprechenden Basis-
transformationen ist die Verteilung der Matrixelemente bereits auf eine Gauf3-
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Verteilung festgelegt. Das liegt daran, dass bei einer Transformation jedes Element
der Matrix in der neuen Basis in der Regel aus einer Kombination vieler Elemente
der Matrix in der alten Basis gebildet wird. Nach dem zentralen Grenzwertsatz
muss dann die Verteilung der Matrixelemente bereits gauB-formig sein. Das bedeu-
tet natiirlich auch, dass eine vollstindige Charakterisierung bereits durch die ers-
ten und zweiten Momente der Verteilungen der Matrixelemente gegeben ist. Durch
Analyse von Basistransformationen liasst sich auch direkt eine Verteilungsfunktion
P(h) fiir die Matrizen h der Matrix-Ensembles erzeugen [77]. Dabei ergibt sich:

P(h)=exp(—aTrh®>+bTrh+c). (5.1)

Interessant ist an sich nur der erste Term, denn die weiteren Terme ermoglichen
nur eine zusétzliche Konstante in der Diagonalen, also eine Verschiebung des Ener-
giespektrums. Fiir die Matrixelemente selbst gilt im Fall reeller, symmetrischer

Matrizen also:

P(h) ~ exp ( SIS hfj) . (5.2)

i i<j

Die Verteilungen der einzelnen Matrixelemente sind unabhingig voneinander, weil
die Matrixelemente in der Verteilungsfunktion P(h) als Produkte auftreten. Die
Varianz in den Diagonaleintrédgen ist um einen Faktor 2 gréfler als die der Nichtdia-
gonaleintrige, da letztere gemafl der Symmetrie h;; = h;; zweimal vorkommen. Fiir
hermitesche Matrizen tauchen in der Verteilungsfunktion auch die Imaginérteile fiir
die Nichtdiagonaleintrige auf und es gilt:

P(h) ~ exp ( - Z i =2 Re(hy)* =2 Im(hij)2> : (5.3)

1<j 1<j

Demnach sind Realteil und Imaginérteil fiir die Nichtdiagonaleintrédge im Gauf}-
schen Unitdren Ensemble ebenfalls unabhéngige Zufallsgrofien.

Es stellt sich nun heraus, dass Eigenwerte und Eigenvektoren fiir Zufallsmatrizen
im Grenzfall unendlicher Matrixgrofle viele universelle Figenschaften zeigen, die in
zahlreichen Féllen sogar analytisch gegeben sind. Aber auch schon fiir recht kleine
Matrizen, die beispielsweise numerisch zugénglich sind, werden diese universellen
Eigenschaften haufig sehr gut approximiert. Beispielsweise ergibt sich die Niveau-
abstandsverteilung (2.10) in der angegebenen Form fiir 2 x 2 Matrizen, aber der
Fall unendlich grofier Matrizen unterscheidet sich davon nur um weniger als 1%.

In der Zufallsmatrixtheorie bleibt neben den Symmetrieklassen nur eine globale
Skala bestehen, ndmlich die der Varianz der Matrixelemente. Diese Skala taucht
auch wieder im Eigenwertspektrum der Ensembles in Form des mittleren Niveau-
abstands A auf. Wenn man diese Energieskala global verwendet, bleibt gar kein
freier Parameter mehr {ibrig. In diesem Sinne erzeugen Zufallsmatrizen universelle
Vorhersagen, die beispielsweise beim Anderson-Modell im Bereich diffusiven Trans-
ports sehr gut erreicht werden, wie schon bei der Einleitung zum Anderson-Modell
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5 Zufallsmatrixmodell fiir wechselwirkende Vielteilchensysteme

in Kapitel 2 berichtet wurde. Auch bei der urspriinglich ersten physikalischen An-
wendung der Zufallsmatrixtheorie zur statistischen Untersuchung der Zusténde von
groflen Atomkernen ist die Approximation sehr gut. Als ein weiteres Beispiel sei-
en quantenmechanische Billards genannt, die aufgrund ihrer Form eine chaotische
klassische Dynamik aufweisen. All diese Beispiele aus sehr verschiedenen Bereichen
der Physik zeichnen sich durch ihre grofie intrinsische Komplexitéit aus, bei der
ein Verhalten erreicht wird, das sehr gut durch Zufallsmatrizen angendhert werden
kann. In diesem Sinne kann die Zufallsmatrixtheorie als interessanter, abgesehen
von Symmetrien parameterfreier Grenzfall quantenmechanischer Probleme aufge-
fasst werden.

5.2 Zweiteilchenwechselwirkung

Ein Nachteil der Zufallsmatrixbeschreibung besteht darin, dass dabei jegliche spe-
zielle Information iiber das zu beschreibende System zugunsten der Vereinfachung
verloren geht. Will man nun beispielsweise den Einfluss von Wechselwirkung auf
die Dynamik der Teilchen untersuchen, hilft die Zufallsmatrixbeschreibung in der
konventionellen Form nicht weiter. Konsequenterweise sollte man dann eine Zwei-
teilchenwechselwirkung im Sinne einer Zufallsmatrix mit einem gegebenen Einteil-
chenproblem kombinieren, wobei Unterschiede zur Zufallsmatrixtheorie beobachtet
werden konnen [78, 79], in der diese Wechselwirkung nicht explizit enthalten ist. Fiir
die Beschreibung chaotischer Einteilchendynamik ist es dariiber hinaus sinnvoll, das
Einteilchenproblem selbst auch durch eine Zufallsmatrix zu beschreiben [21]. Der
Hamilton-Operator hat somit folgende Gestalt:

1
0= Z hichcj + 9 Z Wikl c;rc}clck ) (5.4)
Z7j

ijkl

wobei die Zustéinde |i) = ¢! |—=) eine hier nicht niher spezifizierte Einteilchenbasis
ohne Beriicksichtigung von Spinfreiheitsgraden bilden, wobei |—) den Vakuumzu-
stand bezeichnet. Fiir die Matrix h;; wird eine Zufallsmatrix aus einem der zuvor
diskutierten Ensembles gewéhlt. Die Zweiteilchenmatrixelemente sollen analog zum
Einteilchenproblem gauf-formig verteilt sein, weshalb die Diskussion auch fiir diese
Matrixelemente auf erste und zweite Momente beschréankt werden kann. Da der
Einteilchenoperator invariant unter orthogonalen beziehungsweise unitéren Trans-
formation der Einteilchenbasis ist, soll gleiches auch fiir den Zweiteilchenoperator
gelten. Abhéngig von den Vertauschungssymmetrien des Zweiteilchenoperators er-
geben sich verschiedene Ensembles von Zweiteilchenoperatoren, die nachfolgend
diskutiert werden.

Zuvor ist es aber auch interessant, den Hamilton-Operator (5.4) in der Basis der
Einteilcheneigenzustéinde zu betrachten. Dies sei hier durch griechische Buchstaben
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angedeutet:

H= Z e, cle, + = Zuaﬁvé Oécﬁc(;c (5.5)
aﬁfy(g

Die Eigenwerte ¢, bilden dabei ein Zufallsmatrixspektrum, das unabhéngig von den
Zweiteilchenmatrixelementen ist. Durch die geforderte Invarianz des Zweiteilchen-
operators unter orthogonalen beziehungsweise unitdren Transformation der Einteil-
chenbasis bleiben die statistischen Eigenschaften des Zweiteilchenoperators bei der
Transformation in die Einteilcheneigenzustédnde bestehen. Physikalisch relevante
Wechselwirkungen, wie beispielsweise eine Coulomb-Wechselwirkung ohne oder mit
Abschirmung, sind in einer bestimmten Einteilchenbasis, typischerweise der Ortsba-
sis, festgelegt und besitzen dort keine Fluktuationen. Es ist aber dennoch sinnvoll,
Fluktuationen der Wechselwirkungsmatrixelemente zu diskutieren ndmlich genau
in der Basis der Einteilcheneigenzusténde [22]. Damit ist eine schliissige Motivation
gegeben, den Hamilton-Operator (5.4) zu verwenden, dessen Ensembleeigenschaften
mit dem in Gleichung (5.5) angegebenen Fall {ibereinstimmen.

5.2.1 Mittelwerte

Bei der Wechselwirkung sind zunéchst die Mittelwerte der Wechselwirkungsmatri-
xelemente interessant. Diese konnen in Analogie zu den schon diskutierten Zufalls-
matrizen aufgrund der geforderten Invarianz unter Basistransformationen nur in
der Diagonalen auftreten. Fiir den Fall von Fermionen ohne Spin sind somit nur
Matrixelemente der Form w;;.;; betroffen. Bezeichnet man deren Mittelwert mit «
ergibt sich im Hamilton-Operator (5.4) der Energiebeitrag U aufgrund der Mittel-
werte der Wechselwirkung:

_ 1 1
U:§ﬁanj:§’a(n2—n). (5.6)
i#]
Der Operator n, = c . bezeichnet dabei den Teilchenzahloperator und n ist die

Teilchenzahl selbst, d1e im Problem (5.4) konstant ist und in diesem Sinne eine gu-
te Quantenzahl darstellt. Es sei angemerkt, dass man in dieser Diskussion auch den
Spin mit einbeziehen kann, wobei dann weitere Moglichkeiten fiir Mittelwerte der
Matrixelemente auftreten und dabei insbesondere ein zusétzlicher Energiebeitrag
entsteht, der von der ebenfalls guten Quantenzahl Gesamtspin abhéngt. Die zwei-
felsohne interessanten Aspekte, die eine solche Erweiterung beinhaltet, iibersteigen
aber den inhaltlichen Rahmen dieser Arbeit.

5.2.2 Fluktuationen in orthogonalen Zweiteilchenensembles

Zunichst sollen die Fluktuationen der Wechselwirkungsmatrixelemente fiir die In-
varianz unter orthogonalen Transformationen diskutiert werden. Die Wechselwir-
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5 Zufallsmatrixmodell fiir wechselwirkende Vielteilchensysteme

kungsmatrix muss dann reell und symmetrisch sein. Also gilt u;;.,; = w/p = U5
Dariiber hinaus sind drei verschiedene Falle zu unterscheiden.

Eine erste Moglichkeit ist durch die Invarianz der Matrixelemente w;;.; unter
allen 24 Vertauschungen der Indizes 77kl gegeben:

Uijikl = Ujiskl = - - - (57)

Diese Eigenschaft ist bei einer d-formigen Wechselwirkung gegeben, denn diese lau-
tet in der Basis reel gewéhlter Einteilcheneigenzusténde:

s ~ [ A alF) 9a() 7)) (5.8)

und ist invariant unter Vertauschungen der vier Wellenfunktionen. Fiir den Fall
spinloser Fermionen, bei dem nur antisymmetrische Anteile der Wechselwirkungs-
matrixelemente beitragen, tritt dieses Ensemble aber gar nicht auf, denn aufgrund
der Symmetrie folgt w;j,i — uji.er = 0. Eine d-férmige Wechselwirkung kann im Fall
spinloser Fermionen auch keine Wirkung entfalten.

In einem zweiten Fall kann man die folgende Symmetrie betrachten:

WUijikl = Wjislk = Ukliij = Wik;ji = Wkjsil = Ujkili = Witk = Wii;jk - (5.9)

Diese Eigenschaften werden von beliebigen lokalen Zweiteilchenwechselwirkungen
u(r, ) = u(ry, 1) erfiillt, wobei die Symmetrie eine Folge der Vertauschbarkeit
identischer Teilchen ist. Um die zweiten Momente einer Verteilungen zu bestimmen,
betrachtet man den Mittelwert aus dem Produkt zweier Matrixelmente:

Uij:kiUpgrs = u2(5ip5jq5kr518 + 5iq(;jpcsksé‘lr + 5ir5j85kp5lq + 5i85jr5kq5lp+

(5.10)
5ir5jq5kp5ls + 5iq5jr5k35lp + 5ip5j35kr5lq + 5@'35jp5kq5l7’) )

wobei sich die acht Terme durch die Permutationen der Indizes pgrs ergeben, die
laut (5.9) die Wechselwirkungsmatrixelemente unverandert lassen. Die Variable u
legt die Stérke der Fluktuationen fest und kann beliebig gewidhlt werden. Die zwei-
ten Momente der Gauf-Verteilungen sind in Form folgender Varianzen bestimmt:

0% (Uagns) =0, 0 (Uapias) = 4u*, 0% (Uappa) = 207 (5.11)

SchlieSlich gibt es eine dritte Moglichkeit, dass man sich auf folgende Symmetrie
beschréankt:

Wigikt = Ugitk = Uklyij = Wiksji - (5.12)

Im Gegensatz zum vorherigen Fall liegt hier eine nichtlokale Zweiteilchenwechsel-
wirkung in Form von (7, 7e; 7, 75) = w(rs, 71; 75, 7() vor, mit w(ry, 7o 7{,75) =
(11, To|ulr, 75). Analog zu oben ergibt sich somit:

Uij:kiUpgrs = u2(5ip5jq5kr5ls + 5iq5jp5k551r + 5ir5j85kp51q + 5i85j7"5kq5lp) . (513)
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5.2 Zweiteilchenwechselwirkung

Dies ist die direkte Verallgemeinerung des Gauflschen Orthogonalen Ensembles auf
ein Zweiteilchenproblem. Fiir die Varianzen der Matrixelemente ergibt sich:

0% (Uagns) =0, 0% (Uapiap) = 20", 0% (Uapipa) = 207 (5.14)

In den Diagonalelementen ergibt sich also gegeniiber (5.11) ein Unterschied.

5.2.3 Fluktuationen in unitaren Zweiteilchenensembles

Bei der Forderung von Invarianz eines Wechselwirkungsensembles unter unitéren
Transformationen entstehen hermitesche Matrizen, so dass u;;,, = ug.,; gilt. Ge-
geniiber der Diskussion bei orthogonaler Invarianz ergeben sich hier nur noch zwei
verschiedene Ensembles.

Bei einem J-formigen Potential ist statt der Gleichung (5.8) nun zu beachten,
dass komplexe Wellenfunktionen vorliegen. Das bedeutet, dass folgender Ausdruck
entsteht:

Uiy ~ / & 2 (7) U3 (7)o (7) 05(7) (5.15)

Statt aller 24 moglichen Vertauschungen in (5.7) sind demnach nur noch 8 Matrix-
elemente identisch:

_ _ _ _ * _ * . * . *
Wigskl = Ujiskl = Wigstk = Ujisie = Uppgs = Ukp g = Wikis = Uik - (5.16)

Allerdings zeigt sich auch hier, dass antisymmetrische Anteile der Wechselwirkungs-
matrixelemente bereits verschwinden, denn bespielsweise gilt ;. — ;i1 = 0. Im
Fall spinloser Fermionen bleibt solch eine Wechselwirkung ohne Auswirkung.

Als zweite Moglichkeit bleibt die am wenigsten eingeschrinkte Symmetrie:

. _ * _ *
Wigikl = Wjilk = WUklyij = Wig;ji - (5.17)

Die Invarianz unter unitiren Transformationen fithrt insbesondere zu einer Uber-
einstimmung der Fille von lokaler und nichtlokaler Wechselwirkung. Die Momente
der Verteilungen lassen sich wieder durch das Produkt zweier Matrixelemente be-
stimmen:

U Upgsrs = u2<5ip5jq5kréls + 0iq0jpOrsOir) (5.18)

und fiir die Varianzen der Matrixelemente folgt:
0% (Uapns) = u*, 0 (Uapap) = U, 0% (Uappa) = u”. (5.19)

In dieser Schreibweise ist nicht explizit gekennzeichnet, dass die Diagonalelemente
rein reell sind und nur fiir die Nichtdiagonalelemente komplexe Zahlen auftreten. Bei
der Realisierung solcher Ensembles muss deshalb die Varianz der Gauf3-Verteilung
fiir die reellen Diagonalelemente doppelt so grofl gewéhlt werden wie die Varianzen
der voneinander unabhéngigen Real- und Imaginérteile der Nichtdiagonalelemente.
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6 Statistik der Coulomb-Blockade in
Quantenpunkten

Im vorherigen Kapitel wurde ein Zufallsmatrixmodell mit expliziter Zweiteilchen-
wechselwirkung vorgestellt. Die erhebliche Abstraktion gegeniiber konkreten phy-
sikalischen Modellen darf dabei in theoretischer Hinsicht durchaus als Vorteil an-
gesehen werden. Einerseits versprechen Zufallsmatrixmethoden einen generischen
Grenzfall fiir chaotische quantenmechanische Systeme, wobei durch die explizi-
te Beriicksichtung der Wechselwirkung deren Auswirkung in solchen Problemen
studiert werden kann. Andererseits genieffen Zufallsmatrixmethoden vielfach eine
herausragende Stellung bei der analytischen und auch numerische Diskussion von
Problemen. Ursachen sind beispielsweise die einfache analytisch gegebene Invarianz
der Ensembles und dass das Verhalten im thermodynamischen Grenzfall unendli-
cher Systemgrofle haufig bereits hervorragend aus den Eigenschaften bei kleinen
Problemgrofien extrapoliert werden kann.

Als eine Anwendung des Zufallsmatrixmodells mit Wechselwirkung sollen im Fol-
genden numerische Untersuchungen zu statistischen FEigenschaften der Coulomb-
Blockade in Quantenpunkten mit chaotischer Dynamik durchgefiihrt werden [25].
Dieses quantenmechanische Vielteilchensystem zeichnet sich besonders durch gute
experimenelle Kontrollierbarkeit aus. So ist es moglich, gezielt sehr kleine leitfdhige
Regionen zu erzeugen und zu untersuchen. Diese kleinen metallischen Inseln bein-
halten typischerweise bis zu einige tausend freie Elektronen und besitzen in der
Regel eine lineare Ausdehnung von 0.1-1pm. Meist werden sie als zweidimensionale
Elektronengase in Halbleiterheterostrukturen erzeugt, wobei die Berandung durch
elektrostatische Potentiale definiert wird. Die entstehenden Quantenpunkte besit-
zen sehr wenig Storstellen und haben aufgrund von Rundungen in den Ecken, die
sich durch die elektrostatischen Begrenzungspotentiale zwangsldufig ergeben, eine
klassisch chaotische Einteilchendynamik.

Fiir die experimentelle Untersuchung solcher Quantenpunkte werden diese kon-
taktiert, wobei experimentell wie theoretisch ein interessanter Grenzfall darin be-
steht, Tunnelkontakte zu verwenden. Man spricht von geschlossenen Quantenpunk-
ten, in denen die Quantisierung der Ladung und diskrete niedrigenergetische An-
regungen sichtbar werden. In diesem Zusammenhang wurde der Begriff Kiinstliche
Atome geprégt. Je grofler die Quantenpunkte sind, umso niedriger miissen dabei
die Temperaturen gewiahlt werden, damit diese Effekte sichtbar bleiben und nicht
thermisch ausschmieren. Typischerweise finden die Experimente bei wenigen Grad
Kelvin statt. Bei Transportmessungen durch den Quantenpunkt kénnen dann Ei-
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6 Statistik der Coulomb-Blockade in Quantenpunkten

f Tunnelkontakte

Quantenpunkt }—O
kapazitiv angekoppelte
Steuerelektrode

Abbildung 6.1: Schematische Darstellung eines experimentellen Aufbaus zur Beobach-
tung der Coulombblockade.

genschaften der beteiligten quantenmechanischen Vielteilchenzustdnde direkt be-
obachtet werden. Gleichzeitig liasst sich die Zahl der Elektronen auf dem Quan-
tenpunkt iiber einen grofien Bereich variieren. Falls die elektrostatische Coulomb-
Energie ausreichend grof§ wird, tritt Coulomb-Blockade auf.

6.1 Coulomb-Blockade in Quantenpunkten

Abbildung 6.1 zeigt schematisch ein Experiment zur Beobachtung der Coulomb-
Blockade. Der Quantenpunkt ist mittels zweier Tunnelbarrieren kontaktiert, womit
ein Strom durch den Quantenpunkt getrieben werden kann. Hier soll der Fall be-
trachtet werden, dass die an die Tunnelbarrieren angelegte Spannung klein ist. Die
Leitfahigkeit wird also durch den Strom in linearer Antwort auf kleine Spannungen
zwischen den Kontakten ermittelt.

Ein weiterer, nur kapazitiv an den Quantenpunkt angekoppelter Kontakt findet
in dem experimentellen Aufbau Verwendung, um die Zahl der freien Ladungstriager
auf dem Quantenpunkt zu modifizieren. Je nach Potential auf dem Kontakt wird
der energetisch giinstigste Zustand durch unterschiedliche Anzahl freier Elektronen
erreicht. Dies ldsst sich leicht anhand der Gesamtenergie F(n) erkennen, die sich
fiir n freie Elektronen auf dem Quantenpunkt ergibt. Das Potential V;, das an der
Steuerelektrode anliegt, geht dabei in Form der elektrostatischen Energie —enVj
ein, wobei e die Elementarladung bezeichnet. Dariiber hinaus ist aber auch die
Wechselwirkungsenergie innerhalb des Quantenpunktes einzubeziehen. Im letzten
Kapitel wurde dies anhand der Mittelwerte % einer beliebigen Zweiteilchenwechsel-
wirkung bereits diskutiert, wobei an dieser Stelle auch die Argumentation mittels
einer klassischen Ladungsenergie des Quantenpunktes moglich ist. Dabei ergibt
sich, dass die Kapazitiat C' des Quantenpunktes mit dem Mittelwert u verkniipft ist
gemiB u = €?/2C. Fiir die Gesamtenergie folgt:

2

E(n) = —enV, + 26_C’<n2 —n). (6.1)
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6.1 Coulomb-Blockade in Quantenpunkten

In Abhéngigkeit des Potentials V5 wird diese Energie fiir unterschiedliche, zunéchst
kontinuierlich angenommene Teilchenzahl n,,;, minimal:

V.C 1
L Z 2
Nomin . + 5 (6.2)

Die Teilchenzahl ist demnach linear mit dem Potential V; verkniipft. Nun ist aber
zu beachten, dass die Teilchenzahl quantisiert ist, ndmlich eine ganze Zahl sein mu$.
Fiir ein gegebenes Potential der Steuerelektrode wird sich die Zahl von Elektronen
einstellen, die die niedrigste Energie besitzt. Allerdings wird eine Anderung der
Elektronenzahl in der Regel dann mit einem erheblichen Energieaufwand verbunden
sein, der mit 1/C' skaliert. Das bedeutet, dass ein Strom durch die Tunnelkontakte
verhindert wird — es liegt Coulomb-Blockade vor.

Ein Ausweg aus dieser Situation ergibt sich in dem Spezialfall, wenn die optima-
le Teilchenzahl gemé&B (6.2) gerade halbzahlig wird. Dann sind die Energien (6.1)
fiir die beiden benachbarten ganzen Teilchenzahlen identisch. Damit fallt die Be-
dingung der Coulomb-Blockade weg, wonach die Anzahl der Elektronen auf dem
Quantenpunkt energetisch fixiert ist, und es wird ein Stromfluss durch die Tunnel-
kontakte beobachtbar. Nach (6.2) ist zu erwarten, dass diese Leitfdhigkeitsspitzen
in dquidistanten Absténden bei Variation des Potentials der Steuerelektrode auftre-
ten. Abhéngig von den experimentellen Gegebenheiten wird dieses Verhalten auch
im Experiment sehr gut erfiillt [80], allerdings sind gewisse Abweichungen vom
dquidistanten Verhalten beobachtbar [27, 28].

Um diese Abweichungen zu erklaren, muss man die Gesamtenergie (6.1) um einen
Term erweitern, der das Fiillen eines Einteilchenspektrums ¢; ohne Beriicksichtigung
des Spins der Elektronen beinhaltet:

2 n
— € (2
E(n) = —enV, + %(n —n)+ ;el (6.3)
Egz(n)

Die Terme Egyz(n) sind damit als eine Approximation der Grundzustandsenergie im
Quantenpunkt mit n Teilchen zu interpretieren. Berechnet man nun die Differenz
A, zweier benachbarter Potentiale VX" '™ und VA" die durch die Aquivalenz
der Energien F(n—1) und E(n) beziehungsweise E(n) und F(n+ 1) definiert sind,
ergibt sich:
e Ny = e(vs(n,nﬂ) _ Vs(n—1,n)) = Egz(n+1) 4+ Egz(n — 1) — 2Egz(n)
2 (6.4)
= — + €pt1 — €pn .

C

Neben der schon diskutierten Konstanten e?/C, tritt nun zusétzlich ein Niveauab-
stand des Einteilchenspektrums auf. Damit ist eine moégliche Ursache fiir die Ab-
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6 Statistik der Coulomb-Blockade in Quantenpunkten

weichungen vom dquidistanten Verhalten der Leitfihigkeitsspitzen identifiziert. Al-
lerdings hat diese Beschreibung gewisse Méangel. Zunéchst ist ndmlich anzunehmen,
dass man in chaotischen Quantenpunkten fiir die Fluktuationen in der Abstands-
statistik der Leitfahigkeitsspitzen Zufallsmatrixverhalten findet. Demnach miissten
die Verteilungen pgog(s) gemaf (2.10) beziehungsweise pgug(s) entsprechend (2.11)
auftreten, je nachdem, ob im untersuchten Problem Zeitumkehrsymmetrie vorhan-
den ist oder nicht. Diese Erwartung von Zufallsmatrixverhalten entsteht einerseits
aufgrund Préaparation der Quantenpunkte, die in der Regel sehr wenig Storstellen
besitzen, was im Rahmen der kleinen Ausdehnungen der Quantenpunkte zu bal-
listischem Transport fithren sollte. Die Begrenzung der Quantenpunkte beinhaltet
beispielsweise aber Rundungen in den Ecken aufgrund der verwendeten elektro-
statischen Potentiale. Die entstehenden Geometrien sollten demnach zu klassisch
chaotischem Verhalten fithren. Des weiteren zeigen andere Messgrofien an Quan-
tenpunkten, beispielsweise die nachfolgend diskutierte Leitfdhigkeitsstatistik der
Leitfahigkeitsspitzen, deutliches Zufallsmatrixverhalten. Umso iiberraschender ist
es, dass in der Abstandsstatistik kein Zufallsmatrixverhalten gefunden wird [28],
sondern typischerweise gauf3-formige Verteilungen auftreten.

6.2 Abstandsstatistik der Leitfahigkeitsspitzen

In Gleichung (6.4) ist in der ersten Zeile bereits eine Moglichkeit aufgezeigt, wie
die Abstandsstatistik der Leitfahigkeitsspitzen fiir ein beliebiges Vielteilchensys-
tem bestimmt werden kann, wenn die Grundzustandenergie Egz(n) fiir verschie-
dene aufeinanderfolgende Teilchenzahlen n bekannt ist. Dazu kénnen numerische
Losungen des im vorangegangenen Kapitel vorgestellten Zufallsmatrixmodells mit
Wechselwirkung eingesetzt werden, wobei hier nur die Fluktuationen in der Ab-
standsstatistik interessieren. Der analytisch bekannte Einfluss eines Mittelwerts u,
der einen konstanten Abstand der Leitfihigkeitsspitzen erzeugt, wenn keine Fluk-
tuationen mit einbezogen werden, ist hierbei also nicht von Interesse. Dazu kann
man die Abstdnde A, zwischen Leitfdahigkeitsspitzen um ihrem Mittelwert Ay be-
reinigen und in Einheiten des mittleren Niveauabstands des Einteilchenproblems
angeben. Dadurch entsteht die dimensionslose Grofie A,

~ AQ — AQ
Ay = ———= 6.5

2 A Y ( )
die unabhiingig von @ ist. Die Abbildung 6.2 zeigt die Verteilung von A, fiir un-
terschiedliche Wechselwirkungsstérke . In dieser Abbildung wurde eine nichtlokale
Zweiteilchenwechselwirkung verwendet, aber fiir eine lokale Zweiteilchenwechselwir-
kung ergeben sich im Rahmen dieser Untersuchungen keine signifikaten Unterschie-
de.

Es ist deutlich zu sehen, dass die Abstandsstatistik bereits fiir recht kleine Wech-
selwirkungsstiarke u ~ A deutlich vom Zufallsmatrixverhalten abweicht und ein
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6.2 Abstandsstatistik der Leitfahigkeitsspitzen

A,

Abbildung 6.2: Abstandsstatistik der Leitfahigkeitsspitzen geméfl dem Zufallsmatrixmo-
dell mit Wechselwirkung (5.4) fiir das orthogonale Ensemble und nichtlokale Zwei-
teilchenwechselwirkung bei verschiedenen Wechselwirkungsstidrken u gemessen in Fin-
heiten den mittleren Einteilchenniveauabstands A. Die Einteilchenbasis bestand aus
m = 12 Elementen und die Teilchenzahl betrug n = 4, was bedeutet, dass Grundzu-
standenergien fiir 3, 4 und 5 Teilchen in (6.4) verwendet wurden. Die durchgezogene
Linie zeigt die auf Mittelwert Null verschobene Niveauabstandsstatistik pgog(As) und
die gestrichelten Linien sind Gauf-Verteilungen angepasst an die Daten fiir die zwei
grofiten gezeigten Werte von w. Fiir jede Wechselwirkungsstérke wurden 10 000 Reali-
sierungen verwendet.

gaufl-formiges Verhalten annimmt. Das deckt sich mit zahlreichen Experimenten,
beispielsweise Ergebnissen aus der schon zitierten Arbeit [28]. Dort wird auch der
experimentell leicht realisierbare Fall diskutiert, durch ein Magnetfeld die Zeitum-
kehrsymmetrie des Problems zu brechen. Fiir das Zufallsmatrixmodell bedeutet dies
einen Ubergang zu unitéren Ensembles. Fiir diesen Fall ist im Folgenden aber immer
nur der Hamilton-Operator des Einteilchenproblems von orthogonaler zu unitérer
Invarianz geéndert worden. Insbesondere ist bei der Abstandsstatistik aber nicht
zu erwarten, dass auch ein Wechsel der Invarianzklasse der Zweiteilchenwechselwir-
kung erhebliche Auswirkungen zeigen wird, denn bereits fiir orthogonale Invarianz
sowohl im Einteilchen- wie auch im Zweiteilchenanteil entstehen bereits gauf3-formi-
ge Verteilungen. Insbesondere wird also das fiir Zufallsmatrizen typische Verhalten
zerstort.

In Abbildung 6.3 ist nun die Abstandsstatisik im Fall unitédrer Invarianz des
Einteilchenproblems dargestellt. Damit ergibt sich im wechselwirkungsfreien Fall
die Niveauabstandsstatistik pqug. Von da aus ist wiederum ein Ubergang zu einer
GauB-Verteilung zu beobachten, die auch im Experiment gefunden wird.

Um diesen Wechsel der Verteilungen quantitativ zu erfassen, wurden in Abbil-
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6 Statistik der Coulomb-Blockade in Quantenpunkten

Abbildung 6.3: Abstandsstatistik der Leitfahigkeitsspitzen analog zu Abbildung 6.2, wo-
bei jedoch fiir das Einteilchenproblem Zufallsmatrizen aus dem Gaufischen Unitéren
Ensemble gewihlt wurden.

dung 6.4 Standardabweichungen der Abstandsstatistiken aus Abbildung 6.2 (durch-
gezogene Linie) und Abbildung 6.3 (gestrichelte Linie) bestimmt. Dariiber hinaus
ist der Wechsel in den Verteilungen fiir andere Grolen der Einteilchenbasis m durch
Symbole gekennzeichnet. Ebenso lédsst sich die Teilchenzahl n variieren. Es stellt
sich heraus, dass sich all die Standardabweichungen fiir unterschiedliche Werte m
und n auf die Linien des Referenzfalls m = 12 und n = 4 skalieren lassen, wenn
man die Wechselwirkungsstédrke mit einem Faktor multipliziert. Es entsteht eine
effektive Wechselwirkungsstirke ueg, die den Ubergang der Abstandsstatisik vom
Zufallsmatrixverhalten zu gau-formigen Verteilungen charakterisiert. Der Propor-
tionalitatsfaktor wird hier als f(m,n) bezeichnet, womit sich ergibt:

e = f(m,n) 5 (6.6)
Der Skalierungsfaktor f(m,n), wie er sich fiir verschiedene Werte m und n ergibt, ist
in Abbildung 6.4 dargestellt. Es ist bemerkenswert, dass sich die Skalierungsfakto-
ren fiir orthogonale und unitére Invarianz des Einteichenproblems nicht unterschei-
den. Dariiber hinaus soll nun anhand einer anderen physikalischen Grofle gezeigt
werden, dass diese Skalierungseigenschaft des Zufallsmatrixmodells mit Wechsel-

wirkung allgemeinere Giiltigkeit besitzt.
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Ueff

Abbildung 6.4: Standardabweichungen der Abstandsstatistiken der Leitfdhigkeitsspitzen
als Funktion einer effektiven Wechselwirkungsstérke gem#$ (6.6). Durch geeignete Wahl
des Skalierungsparameters f(m,n) fallen die Kurven fiir verschiedene Grofie der Ein-
teilchenbasis m und Teilchenzahl n aufeinander. In den gezeigten Daten wurde n = 4
festgehalten, fiir m jedoch die Werte 10 (Kreise), 12 (durchgezogene Referenzlinien), 14
(Dreiecke) und 16 (Rauten) verwendet. Bei der durchgezogenen Linie/den vollen Sym-
bolen beziehungsweise der gestrichelten Linie/den offenen Symbolen wurden fiir das
FEinteilchenproblem Zufallsmatrizen aus dem Gaufische Orthogonalen beziehungsweise
Unitéren Ensemble verwendet. Fiir den Referenzfall m = 12, n = 10 wurden 10000
Realisierungen verwendet, in den anderen Fillen zwischen 1000 und 5000 Realisierun-
gen.

6.3 Leitfdhigkeitsstatistik der Leitfahigkeitsspitzen

Das eben in Zusammenhang mit der Abstandsstatistik der Leitfahigkeitsspitzen in
Quantenpunkten verwendete Zufallsmatrixmodell mit Wechselwirkung kann auch
zur Diskussion der Statistik der Hohe der Leitfahigkeitsspitzen selbst verwendet
werden [26]. Die Breite der Leitfahigkeitsspitzen ist im Wesentlichen durch die
Temperatur festgelegt, aber die Leitfahigkeit selbst hidngt von den Tunnelraten
[’y und I'y zwischen dem Quantenpunkt und den beiden Kontakten ab [23]. Die
dimensionslose Hohe der Leitfahigkeitsspitzen ist bei tiefen Temperaturen demnach:
'y

T Ty 6.7)

wobei I' die Tunnelrate im Ensemblemittel angibt. Fiir Quantenpunkte mit chaoti-
scher Einteilchendynamik wurden Verteilungen der Leitfdhigkeit in den Leitfdhig-
keitsspitzen angegeben, die mit Mitteln der Zufallsmatrixtheorie analytisch an-
gegeben werden konnen, die aber auch in numerischen Untersuchungen auftre-
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Abbildung 6.5: Skalierungsparameter f(m,n) fiir verschiedene Teilchenzahlen n und un-
terschiedliche Groflen der Einteilchenbasis m = 10 (Kreise), 12 (Quadrate), 14 (Drei-
ecke) und 16 (Rauten). Bei den vollen bezichungsweise offenen Symbolen wurden fiir
das Einteilchenproblem Zufallsmatrizen aus dem Gauflsche Orthogonale beziehungs-
weise Unitdren Ensemble verwendet. Fiir die kleiner dargestellten vollen Symbole sind
statistische Fehlerbalken angegeben, die in gleicher Grolenordnung auch fiir die offenen
Symbole gefunden werden.

ten [24]. Dabei ergibt sich ein Unterschied zwischen den Féllen mit und ohne
Zeitumkehrsymmetrie. Dies wurde spéter auch in zahlreichen Experimenten be-
statigt [29, 30].

In diesem Zusammenhang stellt sich natiirlich die Frage, wie sich das Zufallsma-
trixmodell mit Wechselwirkung verhélt, wenn man damit die Leitfdhigkeitsstatistik
bestimmt. Im Rahmen eines Vielteilchenmodells treten dabei die Amplituden fiir
das Hinzufiigen eines Teilchens an den Positionen 7; auf, die durch die Tunnelkon-
takte ¢ = 1 und 2 kontaktiert werden. Demnach gilt:

Ly ~ |($az(n + 1) e (7) [Yaz(n)]* (6.8)

Die Wellenfunktionen 9gz(n) und tgz(n + 1) bezeichnen dabei die Vielteilchen-
grundzustinde fiir n und n -+ 1 Teilchen, wohingegen c'(7;) der Erzeugungsoperator
fiir ein Teilchen am Ort 7 ist. Im Zufallsmatrixmodell, in dem sowieso keine Geome-
trieinformationen vorhanden sind und auflerdem eine Invarianz des Ensembles unter
Basistransformationen gegeben ist, kann man fiir ¢f(7;) den Erzeugungsoperator C;r
auf einem beliebigen Basiszustand ¢ verwenden. Bei der numerischen Untersuchung
von Verteilungen kann man sogar alle verfiigharen Erzeugungsoperatoren czT ver-
wenden, um die Statistik zu verbessern. Zur Hervorhebung dieses Umstands wird
dann der Index nicht mehr mitgeschrieben.

An dieser Stelle ist es aber zunéchst noch interessant, den Fall verschwindender
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Abbildung 6.6: Verteilung des Logarithmus der dimensionslosen Tunnelraten I geméf
dem Zufallsmatrixmodell mit Wechselwirkung (5.4) fiir das orthogonale Ensemble und
nichtlokale Zweiteilchenwechselwirkung bei verschiedenen Wechselwirkungsstédrken wu
gemessen in Einheiten des mittleren Einteilchenniveauabstands A. Die Einteilchenbasis
bestand aus m = 12 Elementen und die Teilchenzahl betrug n = 4, was bedeutet, dass
Vielteilchengrundzustandswellenfunktionen fiir 4 und 5 Teilchen in (6.8) verwendet
wurden. Die durchgezogene beziehungsweise gestrichelte Linie zeigt die Porter-Thomas-
Verteilung fiir das Gaufische Orthogonale beziehungsweise Unitéire Ensemble. Fiir jede
Wechselwirkungsstérke wurden 10 000 Realisierungen verwendet.

Wechselwirkung zu diskutieren. Dann lassen sich die Vielteilchenwellenfunktionen
durch entsprechende Kombinationen von Einteilchenwellenfunktionen |¢,,) erzeugen
und es ergibt sich:

(i |$ns1) = (Yaz(n + 1) |c] [aa(n) - (6.9)

Die Betragsquadrate I'; dieser Projektionen sind also direkt aus der Einteilchen-
wellenfunktion des Zustands n + 1 gegeben. Fiir Zufallsmatrixverhalten des Ein-
teilchenproblems treten an dieser Stelle Porter-Thomas-Verteilungen auf, wie es
schon in [24] diskutiert wurde. Diese lauten fiir das Gaufische Orthogonale En-
semble Pgog(Inz) = /z/2mexp(—z/2) und fiir das Gaufische Unitédre Ensemble
Poug(Inz) = xexp(—x).

Nachdem der Fall ohne Wechselwirkung im Zufallsmatrixmodell die bekannten
Ergebnisse reproduziert, ist nun interessant, was sich durch die Wechselwirkung
verdndert. Dazu sind in den Abbildungen 6.6 und 6.7 die Verteilungen der dimen-
sionslosen Tunnelraten I' = T'/T bei orthogonaler und unitéirer Invarianz des Ein-
teilchenproblems gezeigt. Fiir die Wechselwirkungsmatrixelemente wurde in beiden
Féllen eine nichtlokale Wechselwirkung mit orthogonaler Invarianz benutzt. Das
bedeutet natiirlich, dass sich die Verteilungen in Abbildung 6.6 und 6.7 fiir grofie
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Abbildung 6.7: Verteilung des Logarithmus der dimensionslosen Tunnelraten I’ analog
zu Abbildung 6.6, wobei jedoch fiir das Einteilchenproblem Zufallsmatrizen aus dem
Gauflschen Unitdren Ensemble gewéhlt wurden. Die gepunkteten Linien zeigen die Ver-
teilung (6.10) fiir A = 0.28, 0.17 und 0.08, die die numerisch bestimmten Verteilungen
bei u/A = 2.4, 4 und 8 hervorragend wiedergeben.

Wechselwirkung u einander anndhern miissen, weil der Unterschied im Einteilchen-
problem vernachlassigbar wird.

Zunéchst zeigt sich in Abbildung 6.6 aber, dass selbst fiir sehr grofle Wechsel-
wirkung im Zufallsmatrixmodell keine Anderung der Verteilung der T auftritt.
Wihrend also die Abstandsstatistik massiv von der Wechselwirkung beeinflusst
wurde, ist dies fiir die Leitfahigkeitsverteilung nicht zu beobachten.

Wie nun aber zu erwarten, sind die Verteilungen in Abbildung 6.7 von der Wech-
selwirkungsstédrke abhéngig. Es wurde schon diskutiert, dass sich der wechselwir-
kungsfreie Fall unterscheidet, wihrend fiir grofe Wechselwirkung kein Unterschied
zu Abbildung 6.6 bestehen darf. Es stellt sich heraus, dass dazu eine groie Wech-
selwirkung v > A benétigt wird.

Ein Ubergang von orthogonaler zu unitirer Invarianz wurde auch im Rahmen
der Zufallsmatrixtheorie schon diskutiert [20]. In diesem Zusammenhang lasst sich
auch die Verteilung von T' analytisch als Funktion eines Ubergangsparameters A
zwischen den Ensembles bestimmen [81, 82]:

. ! 142 1+12\° - 1—t4 -
P\(T) :/ dt Py(t) o7 €XP —( 57 ) '\ Iy (F F) . (6.10)
0

Iy bezeichnet die modifizierte Besselfunktion der Ordnung Null und die Verteilung
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Abbildung 6.8: Abhingigkeit des Parameters A, bestimmt aus der Anpassung der Ver-
teilung (6.10) an die Leitfahigkeitsstatistiken im Zufallsmatrixmodell mit Wechselwir-
kung, wie es an Beispielen in Abbildung 6.7 dargestellt ist. Durch geeignete Wahl des
Skalierungsparameters f(m,n) fallen die Kurven fiir verschiedene m und n aufeinander.
In den gezeigten Daten wurde m = 10 festgehalten, fiir n jedoch die Werte 4 (Kreise),
5 (Quadrate), 6 (Dreiecke) und 7 (Rauten) verwendet und mit dem nichtskalierten Re-
ferenzfall m = 12 und n = 4 (durchgezogene Linie mit Kreuzen) zur Deckung gebracht.
Fiir den Referenzfall wurden 10000 Realisierungen des Ensembles verwendet, fiir alle
anderen Félle 5000 Realisierungen.

Py(t) ist durch folgenden Ausdruck gegeben [81, 82, 83]:

Py(t) = m2(t7% — t)\2exp [—gv (t - t—l)z] X
\ (t+171)° 1 8 )
$1(A) + T gz | e

P1(N) = /0 dy exp [ — 2m°X*(1 — y%)] . (6.12)

Die Verteilung (6.10) reduziert sich fiir A = 0 beziehungsweise A > 1 auf die Porter-
Thomas-Verteilung des Gaufischen Orthongonalen beziehungsweise Unitédren En-
sembes.

(6.11)

mit

Es zeigt sich nun, dass die Verteilungen in Abbildung 6.7 fiir endliche Wech-
selwirkungsstirke u bei geeigneter Wahl von A hervorragend reproduziert werden,
wie an den in der Abbildung gezeigten Beispielen durch gepunktete Linien ver-
deutlicht ist. In Abbildung 6.8 sind die so gewonnenen Werte A\ als Funktion der
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Abbildung 6.9: Skalierungsparameter f(m,n) fiir verschiedene Teilchenzahlen n und un-
terschiedliche Groflen der Einteilchenbasis m = 10 (Kreise), 12 (Quadrate) und 14
(Dreiecke). Die vollen Symbole zeigen den Skalierungsparameter, wie er sich fiir die
Leitféhigkeitsstatistik aus Abbildung 6.8 ergibt, wéhrend die offenen Symbole iden-
tisch zu Abbildung 6.5 sind.

Wechselwirkungsstéirke u gezeigt, wobei dhnlich wie bei der Abstandsstatistik eine
effektive Wechselwirkungsstirke eingefithrt werden muss (6.6), um die Kurven auf-
einander zu skalieren. Der Skalierungsparameter f(m,n), der dabei auftritt, ist in
Abbildung 6.9 gezeigt. Dort ist zum Vergleich auch der Skalierungsparamter aufge-
tragen, wie er sich bei der Abstandsstatistik ergeben hat. Obwohl sich dabei gewisse
Abweichungen zeigen, ist die prinzipielle Abhéingigkeit von der Gréfle der Einteil-
chenbasis m und der Teilchenzahl n gleich. An dieser Stelle sollte auch hervorgeho-
ben werden, dass sich die verschiedenen Skalierungsparameter durch recht unter-
schiedliche Analysen des Zufallsmatrixmodells mit Wechselwirkung ergeben haben.
Wihrend in die Abstandsstatistik die Grundzustandsenergie fiir drei aufeinander-
folgende Teilchenzahlen einfliefit, ist die Leitfahigkeitsstatistik durch die Grundzu-
standswellenfunktionen fiir zwei aufeinanderfolgende Teilchenzahlen bestimmt. Nun
geht beispielsweise der mittlere Energieniveauabstand des Einteilchenproblems in
die Auswertungen der beiden Statistiken ein. Andererseits ist der mittlere Niveau-
abstand fiir diese kleinen Zufallsmatrizen erheblich von m und n abhéngig. Die iibli-
che Entfaltung des Zufallsmatrixspektrums, die zur Korrektur dieser Effekte bei der
numerischen Untersuchung kleiner Zufallsmatrizen normalerweise eingesetzt wird,
kann hier nicht durchgefiihrt werden, weil die Teilchenzahl des Vielteilchenproblems
variiert wird. Als ein weiteres Problem sollte genannt werden, dass der Parameter A
in der Verteilung (6.10) nur im Fall A < 1 genau bestimmt werden kann, weil sich
andernfalls die Verteilung (6.10) nur sehr wenig von der Porter-Thomas-Statistik
fiir das Gaufische Unitédre Ensemble unterscheidet. Fiir kleine A wird wiederum die
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Bestimmung des Skalierungsfaktors der Wechselwirkungsstédrke durch Suche einer
gemeinsamen Kurve ungenau, denn wie in Abbildung 6.8 gezeigt ist, dndert sich A
als Funktion der Wechselwirkungsstérke fiir kleine A nur noch langsam.

An dieser Stelle ist hervorzuheben, dass die hier gefundenen Eigenschaften des
Zufallsmatrixmodells mit Wechselwirkung in der Anwendung auf das Problem der
Coulomb-Blockade auch bei der Untersuchung des Anderson-Modells mit mehre-
ren Teilchen und Coulomb-Wechselwirkung auftreten. Fiir die Abstandsstatistik
kann dabei ein Ubergang von Zufallsmatrixverhalten zu gauB-formigen Verteilun-
gen beobachtet werden [21]. Allerdings ist die Wahl von Modellparametern wie der
Unordnungsstérke, der Teilchenzahlen und auch der Randbedingungen sehr viel
problematischer. Beispielsweise muss man sicherstellen, dass sich das Anderson-
Modell im diffusiven Transportbereich befindet. Gleichzeitig fithren die Anderun-
gen der Teilchenzahlen bei den numerisch zugénglichen sehr kleinen Systemgrofien
zu erheblichen nichtgenerischen Effekten. Skalierungsanalysen wie fiir das Zufalls-
matrixmodell sind deshalb fiir das Anderson-Modell bisher nicht erfolgreich [21].

Ganz dhnlich verhalt es sich auch bei der Untersuchung der Leitfidhigkeitsstatistik
fiir das Anderson-Modells [26]. Dabei stellt sich heraus, das bei gebrochener Zeit-
umkehrsymmetrie durch ein Magnetfeld im Anderson-Modell ebenfalls ein Wechsel
zwischen der Porter-Thomas-Statistik des Gaufischen Unitdren Ensembles und der
Porter-Thomas-Statistik des Gauflschen Orthogonalen Ensembles mit zunehmen-
der Wechselwirkungsstarke auftritt. Allerdings muss dazu die Wechselwirkung sehr
grofl gewahlt werden, dhnlich wie dies auch im Zufallsmatrixmodell beobachtet wur-
de. Der typische experimentelle Befund, dass eine gauf-formige Abstandsstatistik
zusammen mit Zufallsmatrixverhalten in Form von Porter-Thomas-Statistiken auf-
tritt, ist fiir méBige Wechselwirkungsstédrken also vollauf plausibel.

In diesem Zusammenhang wire es nun auch interessant, den Fall unitérer In-
varianz der Wechselwirkung im Zufallsmatrixmodell zu behandeln oder iiberhaupt
die verschiedenen moglichen Wechselwirkungsensembles zu studieren. Dabei sollte
insbesondere auch der Spin beriicksichtigt werden, wodurch auch d-férmige Wech-
selwirkungen auftreten kénnen. Hierbei ist anzumerken, dass im Fall mit Spin eine
Untersuchung fiir das Anderson-Modell noch sehr viel schwieriger wird, weil die
Grofle des Hilbert-Raumes noch schneller an die numerisch behandelbaren Gren-
zen stoBt. Dadurch konnte das Zufallsmatrixmodell mit Wechselwirkung in Zukunft
erheblich an Interesse gewinnen. Vorldufige Untersuchen haben nédmlich beispiels-
weise bereits gezeigt [84], dass neben Magnetisierungseigenschaften verbunden mit
der Stoner-Instabilitét [85] auch Phénomene wie die Spinblockade [86, 87, 88] oder
der Wechsel der Magnetisierung einzelner Grundzustande [89, 90] bei kontinuierli-
cher Verdnderung des Einteilchenoperators durch einen zusétzlichen Parameter im
Zufallsmatrixmodell beobachtet werden kénnen.

Eine weitere interessante Richtung zeichnet sich ab [91], wenn man die Hartree-
Fock-Approximation des Zufallsmatrixmodells mit Wechselwirkung studiert. Bei-
spielsweise ergibt sich auch in diesem Modell ein sogenannter Hartree-Fock-Energie-
abstand zwischen besetzten und unbesetzten Zusténden des effektiven Einteilchen-
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modells. Die Analyse dieses Hartree-Fock-Energieabstands ist nicht nur numerisch
moglich, sondern kann auch in Stérungstheorie in der Wechselwirkung analysiert
werden. Dazu ist die Invarianz des Wechselwirkungsensembles zur Bestimmung der
in bestimmten Féllen nichtverschwindenden Mittelwerte der Wechselwirkungsma-
trixelemente in der Hartree-Fock-Basis essentiell. Dariiber hinaus lassen sich bei-
spielsweise auch die Auswirkungen des Hinzufiigens zusétzlicher Teilchen im Rah-
men der Hartree-Fock-Approximation diskutieren. Es sind also zahlreiche inter-
essante Einsatzbereiche des Zufallsmatrixmodells mit Wechselwirkung fiir zukiinf-
tige Untersuchungen vorhanden, die weit iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus-
gehen.
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7 Zusammenfassung

Im Rahmen der Untersuchung chaotischer Eigenschaften von physikalischen Proble-
men sind in unterschiedlichen Bereichen der Physik verschiedene Methoden wohl-
etabliert. In diesem Zusammenhang wurden in der vorliegenden numerisch orien-
tierten Arbeit zwei komplementéire Zuginge untersucht. Dies sind einerseits Pha-
senraummethoden, bei denen geometrische Eigenschaften des zugrundeliegenden
physikalischen Problems von zentraler Bedeutung sind, und andererseits die geo-
metriefreie Zufallsmatrixmethode.

Zunéchst wurde anhand zweier eindimensionaler Modelle, des Anderson-Modells
eines ungeordneten Festkorpers und des Aubry-André-Modells mit quasiperiodi-
schem Potential, der Nutzen quantenmechanischer Phasenraumdarstellungen vor-
gefithrt. Bemerkenswert ist dabei, dass sowohl Orts- als auch Impulsinformatio-
nen gleichberechtigt erfasst werden. Diese Informationen sind aber aufgrund der
Heisenbergschen Unschérferelation nur mit endlicher Auflosung im Phasenraum
verfiighar. Diesem Sachverhalt trégt die Husimi-Funktion als Betrag der Projektion
auf Zustdnde minimaler Unschérfe im Phasenraum in besonderer Weise Rechnung.
So entsteht eine positive Phasenraumfunktion, welche die Definition einer Inversen
Besetzungszahl im Phasenraum ermoglicht. Mit ihrer Hilfe lassen sich dann auch
hoherdimensionale Probleme gut untersuchen.

Im Vergleich der Inversen Besetzungszahlen im Orts-, Impuls und Phasenraum
stellte sich heraus, dass die endliche Auflésung im Phasenraum zu einer deut-
lich unterschiedlichen Interpretation der physikalischen Gegebenheiten fiihrt. Die
Phasenraumdarstellung analysiert die Kopplung im Ort oder im Impuls lokali-
sierter Zustdnde unter Beriicksichtigung des Abstands der beteiligten lokalisierten
Zusténde, was sich deutlich in der Inversen Besetzungszahl niederschlédgt. In ei-
ner Orts- oder Impulsdarstellung sind diese Unterscheidungen anhand der Inversen
Besetzungszahlen hingegen nicht moglich. Es zeigte sich, dass man diese Eigenschaf-
ten detailliert im Rahmen eines Zwei-Zustands-Modells analysieren kann, bei dem
die Kopplung von im Ort oder im Impuls lokalisierten Zustdnden betrachtet wird.
Anhand der Ergebnisse aus den Untersuchungen sowohl des Anderson-Modells in
verschiedenen Dimensionen als auch des eindimensionalen Aubry-André-Modells
stellte sich heraus, dass solche Kopplungseigenschaften einen erheblichen Einfluss
auf das Auftreten von Metall-Isolator-Ubergéngen haben. Entsprechend deutlich
sind die Auswirkungen im Phasenraum, wéhrend diese Unterschiede im Orts- oder
Impulsraum insbesondere anhand von Besetzungszahlen nicht offensichtlich sind.

In der Anwendung auf das Problem wechselwirkender Teilchen in ungeordne-
ten Systemen, das aufgrund verschiedener experimenteller Befunde in letzter Zeit
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7 Zusammenfassung

auf besonderes Interesse stofit, wurde allerdings deutlich, dass experimentell rele-
vante Delokalisierungseffekte zumindest an dieser Stelle aufgrund numerischer Ein-
schrankungen hinsichtlich Systemgrofie und Teilchenzahl nicht beobachtet werden
konnten. Gleichwohl sind aber die im Phasenraum gewonnenen physikalischen Ein-
blicke in Metall-Tsolator-Ubergéinge und diffusiven Transport sicherlich auch bei
wechselwirkenden Problemen von erheblicher Bedeutung.

Anhand eines Zufallsmatrixmodells mit Wechselwirkung wurde daraufhin gezeigt,
dass numerische Arbeiten trotz der Einschrinkungen hinsichtlich Systemgrofie und
Teilchenzahl auch fiir wechselwirkende Probleme iiberaus interessante und rele-
vante Beitridge liefern. Es ist gerade eine Stérke der Zufallsmatrixbeschreibung,
bereits bei kleinen Systemen gute Approximationen generischen Verhaltens zu zei-
gen. Um den Einfluss von Wechselwirkungen zu analysieren, wurden dazu zunéchst
verschiedene Ensembles fiir Zweiteilchenwechselwirkungen mit Invarianz unter or-
thogonalen oder unitdren Transformationen diskutiert. Ahnliche Betrachtungen
werden in der Zufallsmatrixtheorie fiir Gaufische Ensembles angestellt. Mit dem
so entstandenen Vielteilchenmodell wurden anschlieend experimentell zugangli-
che Statistiken der Leitfahigkeitsspitzen der Coulomb-Blockade in Quantenpunk-
ten ohne Beriicksichtigung des Elektronenspins analysiert. Bereits anhand dieser
Untersuchungen ergab sich, dass die Abstandsstatistik deutlich vom Einteilchen-
Zufallsmatrixverhalten abweicht, wahrend in der Leitfahigkeitsstatistik auch mit
Wechselwirkung ein Einteilchen-Zufallsmatrixverhalten auftritt. Diese Beobachtun-
gen decken sich hervorragend mit zahlreichen experimentellen Befunden. Gleichwohl
ergibt sich im Rahmen dieses Modells beispielsweise durch Erweiterung auf Systeme
mit Spin noch sehr viel Potential fiir weitere Untersuchungen.
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